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Description


LINEA RECTA



La línea recta es el lugar geométrico de punto que mantiene la misma inclinación con relación al eje x con sus paralelas, es decir la misma pendiente. Definiremos a la pendiente como la tangente del ángulo que la recta forma con el eje x o sus paralelas y las simbolizaremos con m.



Línea Recta



Línea No Recta



α1 = α2 = α3



α≠β≠ɤ



Pendiente constante



Pendiente Variable



Ecuación de la Recta



Tg α = m =



m=



Pendiente de la Recta



y – y1 = m(x – x1) Ecuación de la Recta



Ejercicios de Aplicación A (-5; 8) B (3; 1) m= m= y – y1 = m(x – x1) y–8=



(x + 5)



8y – 64 = -7x – 35 7x – 8y -29 = 0



P (1; 3) m= Ec = y – y1 = m(x – x1) y – 3 = (x - 1) 5y -15 = 2x – 2 2x – 5y + 13 = 0



P (1; 3) m= y – y1 = m(x – x1) y – 3 = - (x - 1) 5y – 15 = -2x + 2 2x -5y +17 = 0



A (4; 7) B (-3; 7) m= m= 7y – 4y = 0 Y=7



DEBER A (7; 0) B (5;-2) m= m= m= m=1 y – y1 = m(x-x1) y – 0 = 1(x-7) y=x-7 x–y–7=0



A (9; 3) B (0; 0) m= m= m= m= y – y1 = m(x-x1) y – 3 = (x – 9) 3y – 9 = x – 9 X – 3y = 0



A (7; 5) B (-7; 5) m= m= m= y – y1 = m(x – x1) y–5=



(x-7)



14y – 70 = 0 14y = 70 y=



A (8; 0) B (8;-3) m= m= m = -3 y – y1 = m(x – x1) 0(y-0)=3x + 0 -3x = 0 X=



A (o; 3) B (0,1) m= m= m= y – y1 = m(x – x1) y–3=



(x - o)



2x = 0



A (3; 2) m= y – y1 = m(x – x1) y – 2 = (x - 3) 3y – 6 = x – 3 X – 3y + 3 = 0



A= (2; 5) m= y-y1= m(x-x1) Y-5=



(x - 2)



4y-20=-3x+6 4y-20+3x-6=0 3x+4y+26=0



A (3; 7) m=α y – y1 = m(x – x1) y – 7 = 1/0 (x - 3) x–3=0 x=3



FORMA ORDINAL DE LA RECTA Ax + By + C = 0 Se conoce:  



2 puntos Punto y pendiente



Forma Ordinal Datos 



Punto de corte en el eje “y” pendiente



y – y1 = m(x – x1) y – b = m(x - 0) y – b = mx y = mx + b ----- Forma Ordinal



Composición de la Forma Ordinaria y – y1 = m(x – x1) y–5=



(x - 0)



3y – 15 = -2x 2x + 3y -15 = 0 ---- Forma Ordinaria 3y = -2x +15 ----- Forma Ordinal F. Ordinal  F. Ordinaria y=



x + 5  F. Ordinal



3y = -2x + 15 2x + 3y -15 = 0  F. Ordinaria Encontrar la Forma Ordinal de la Recta A (3; 2)



y – y1 = m(x – x1)



B (-7:8)



y–2=



m=



3x – 9 + 5y -10 = 0



m=



3x + 5y -19 = 0



m=



5y = - 3x + 19



m=



y=



(x - 3)



 Forma Ordinal



FORMA SIMETRICA DE LA ECUACION DE LA RECTA



m= m= Ecuación y – y1 = m(x – x1) y – b = m(x - a) ay – ab = - bx bx + ay – ab = 0 (bx + ay = ab)/b  Forma Simétrica de la Recta



EJERCICIOS DE APLICACIÓN P (0:4) P1 (5; 0) Directamente la forma Simétrica  Forma Simétrica



4x + 5y = 20 4x + 5y - 20 = 0  Forma Ordinaria



Comprobación de la Forma Ordinaria m= m = -4/5 y – y1 = /5m (x – x1)



y – 4 = - 4/5 (x - 0) 5y – 20 = -4x



5y – 20 = 0



4x + 5y – 20 = 0



5y = 20



4x + 5y – 20 = 0



y = 20/5



4x – 20 = 0



y=4



4x = 20 X = 20 /4 X=5 4x + 5y – 11 = 0 4x – 11 = 0



5y – 11 = 0



4x = 11



5y = 11



X = 11/4



y = 11/5



4x + 5y = 11 4x + 5y = 1



Encontrar la forma ordinaria, ordinal y simétrica de las rectas que se señalan a continuación iniciando su resolución por la forma en que los datos las sugieren A (5; 0)



P (0;-4)



P1 (3; 5)



B (0;-3)



m= 2/5



P2 (4; 6)



A (5; 0) B (0;-3)



-3x + 5y = 15 -3x + 5y – 15 = 0 -5y=-3x + 15 y= y=



P (-0; 4) m = 2/5 y = 2/5x – 4 5y = 2x – 4 2x – 5y – 20 = 0



P (3; 5) P2 (4; 0)



5x + 20 = 0 5x = -20 X=-4 y + 20 = 0



y = -20 y – y1 = m(x – x1) y – 5 = 5(x - 3) y – 5 = -5x + 15 5x – 15 + y – 5 = 0 5x + y + 20 = 0



Deber A= (3; 0) m=



Forma ordinaria ( (



) )(



Forma ordinal



Forma simétrica



)



A= (3; 8) m=0



Forma ordinaria ( ( )(



Forma ordinal



Forma simétrica



) )



A= (2; 0) B= (-5; 0)



Forma ordinaria



( ( )(



Forma ordinal



Forma simétrica



) )



A= (0; -5 B= (0; 4)



Forma ordinaria



(



(



Forma ordinal



Forma simétrica



)



)



A= (3; 2) m=



Forma ordinaria ( (



Forma ordinal



Forma simétrica



) )



A= (3; -4) B= (



)



Forma ordinaria



(



(



Forma ordinal



Forma simétrica



)



)



A= (8; 1) B= (8; -3)



Forma ordinaria



(



(



Forma ordinal



Forma simétrica



)



)



A= (0; 5)



m=



Forma ordinaria (



(



Forma ordinal



Forma simétrica



)



)



A= (0; 3)



m=



Forma ordinaria (



(



Forma ordinal



Forma simétrica



)



)



A= (3; 0)



m=



Forma ordinaria ( (



Forma ordinal



Forma simétrica



) )



Geometría Analítica Charles H. Lehmann Grupo 9 1 Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto A(2,5) y tiene pendiente 2.



Y=Y1=m(X-X1) Y-5=2(X-1) Y-5=2X-2 2X+Y-3=0 2X-Y+3=0



3 Hallar la ecuación de la recta cuya pendiente es 3 y cuya intersección con el punto Y es -2. P(0,2) M=-3



Y+2=-3(x,0) Y+2=3X 3X+Y+2=0



5 Los vértices de un cuadriláteros sin A(0,0) B(2,4) C(6,7) D(8,0) . Hallar las ecuaciones de sus lados.



(



)



Y=2x



)



4y-16=3x-6



2x-y=0 Ec AB



Y-7= ( ) 2y-14=-7x+42 7x+2y-56=0 Ec CD



(



Y-0=0(x-8) Y=0 Ec AD



-3X-4Y-10=0 3X+4Y+10=0 Ec BC



7 Una recta pasa por los 2 puntos A(-3,-1 ) Y B (2,-6). Hallar su ecuación en la forma simétrica. (x+y=-4)/(-4) Y+1=-1(x+3) Y+1=-x-3 Y+y+4=0



9 Hallar la ecuación de la mediatriz del segmento A(-3,2) B(1,6).



m2=-1 y-4=-1(x+1) y-4=-x-1 x+y-3=0



(



)



11 Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto A(-2,4) y determinar sobre el eje x el segmento -9.



( 7x-28=4x+8 -4x+7y-36=0 4x-7y+36=0



)



13 Hallar la ecuación de las mediatriz del segmento que los ejes coordenadas determinan en la recta 5x+3y-15=0. (5x+3y=15)-15



(



)



)



3x-5y+8=0



15 Hallar la ecuación de la recta que pasa por el vértice A y es paralela al lado BC A(-2,1) B(4,7) C(6,-3).



y-1=-5(x+2) y-1=-5x+10 5x+y+9=10 5x+y+9=0



17 Hallar los vértices del triangulo formado por las rectas que pasan por los vértices A,B,C y son paralelos a los lados opuestos A(-2,1) B(4,7) C(6,-3).



Y+3=1(X-6) Y+3=X-6 -X+Y+9=0 X-Y-9=0



Y-1=-5(X+2) Y-1=-2X-10



2X+Y+9=0



(



)



X+2Y+18=0



19 Hallar las coordenadas del pe de las alturas correspondientes al lado AC a partir de estas coordenadas hállese la magnitud de la altura y luego del área del triangulo. 2x-y-1=0



2x -y-1=0



x+2( )=0



X+2y=0 {-2}



-2x-4y =0 -5y-1=0



x- =0



Y= )



√( √(



√( d= 8.04



(



)



)



(



(



) )



)



x=



√(



√(



)



)



(



(



)



)



23 Hallar el área del triangulo rectángulo formado por los ejes coordenados y la recta cuya ecuación es 5x+4y+20=0 (5x+4y=-20)/(-20). a=b B=h (



) (



)



25 El punto P de ordenadas 10 esta sobre la recta cuya m=3 y por el punto (7,-2).Calcular la abscisa. y=m(x-y) y+2=3(x-7) y+2=3x-21 -3x+y+23=0 3x-y-23=0



3x-10-23=0 3x-33=0 X=11



27 Determinar los valores de los coeficientes A y B de la ecuación Ax-By4=0 de una recta si debe pasar por los puntos C(-3,1)y D(1,6). -3ª+B+C=



A+6B+C=0 -3A+B+C=0



C=4



19B+4(4)=0 19B+16=0



29 Deducir la ecuación de la pendiente M y determinar sobre el eje X el segmento a compararse, este resultado con la ecuación de la recta conocida su pendiente y ordenadas en el origen dados. FORMA GENERAL DE LA ECUACIÓN DATOS P (-2;1) P (3;5) Ecuación esperada Ax+By+C=0 1)(-1) 2A-B-C=0



Punto 1 en G 1) -2ª+B+C=0 Punto 2 en G 2) 3ª+5B+C=0



3A+5B+C=0 5A+4B=0 PREMPLAZO ( )+5B+C=0 B+C=0



A.,B,C en G P (-3;4) P (5;-2) Ax+B+C=0 1)-3A+4B+C=0 2)5A-2B+C=0 3A-4B-C=0 5A-2B+C=0 8A-6B=0 B= B en 1 -9a+4( ) ByC en 1 -3ª+4( )+C=0 C=



A,B Y C en G (



)( )



3X+4Y-7=0 Comprobación ( 44-16=-3x-9



)



3x-4y-7=0



P1(2;-5) M=-3/4 P1 en B 1) 2ª-2B=C=0\



A B y C en G ( )( 3X+4Y+14=0



A en 1 (



)



P1 en R 3(2)+4(-5)=14=0 6-20+14+0 0=0



Forma General de la Ecuación de la Recta La ecuación general de una recta es una expresión de la forma Ax+By+C=0, donde A, B y C son números reales. La pendiente de la recta es el coeficiente de la x una vez puesta en forma explícita (es decir, despejada y): By = -Ax-C ->



-> la pendiente es: m = -A/B



Ejemplos: (



)



(



)



Remplazo de los puntos en la fórmula general Ax+By+C=0 Punto



(



)



A(2)+B(1)+C=0



Punto



(



)



A(-3)+B(5)+C=0



Sistemas de Ecuaciones 2A+B+C=0



(1)



3A-5B-C=0



(2)



5A+4B//=0 (3)



Sistema de Ecuaciones entre 1 y A



Sistema de Ecuaciones entre 3 y C



Ejemplo (



)



(



)



Remplazo de los puntos en la fórmula general Ax+By+C=0 Punto



(



)



A(-3)+B(-8)+C=0



Punto



(



)



A(4)+B(2)+C=0



Sistemas de Ecuaciones 3A+8B-C=0



(1)



4A+2B+C=0



(2)



7A+10B//=0



Sistema de Ecuaciones entre 1 y A



Sistema de Ecuaciones entre 3 y C



Ejemplo



(



Punto



)



(



)



Ax+By+C=0 A(-1)+B(3)+C=0 Sistema de Ecuaciones Entre el Punto y B



Sistema de Ecuaciones entre C y B



Ejemplo (



)



(



)



Remplazo de los puntos en la fórmula general Ax+By+C=0 Punto



(



)



A(0)+B(5)+C=0



Punto



(



)



A(3)+B(0)+C=0



Remplazo de las Ecuaciones



Ejemplo (



)



Punto



(



)



Ax+By+C=0 A(-2)+B(0)+C=0 -2A+C=0 C=2A Sistema de Ecuaciones Entre el B y C



Ejemplo (



Punto



)



(



)



Ax+By+C=0 A(0)+B(0)+C=0



C=0



Sistema de Ecuaciones Entre el C y M



Ejemplo (



Punto



)



(



)



Ax+By+C=0 A(0)+B(7)+C=0



C=-7B Sistema de Ecuaciones Entre el C y M



Ejemplo (



Punto



)



(



)



Ax+By+C=0 A(3)+B(0)+C=0



C=3A Sistema de Ecuaciones Entre el C y M



Ejemplo (



)



(



)



Remplazo de los puntos en la fórmula general Ax+By+C=0 Punto



(



)



A(3)+B(4)+C=0 Punto



(



)



A(7)+B(4)+C=0 Sistemas de Ecuaciones



-3A-4B-C=0 7A+4B+C=0 5A////=0



Sistema de Ecuaciones entre 1 y A



Sistema de Ecuaciones entre 3 y C



Ejemplo (



)



(



Punto



)



Ax+By+C=0 A(3)+B(5)+C=0 C=-5B Sistema de Ecuaciones Entre el C y M



Ejemplo (



)



Punto



(



)



Ax+By+C=0 A(2)+B(3)+C=0



Sistema de Ecuaciones Entre el A y M



Geometría Analítica Charles H. Lehmann Grupo 10 2 Hallar las ecuaciones de la recta, determinar los coeficientes de la forma general, que pasa por el punto (-2,4)y tiene una pendiente igual a -3. B) Ax+By+C=0 P en G



B en 1



1) -2ª+4B+C=0 M= -3= B=



A, B y C en G )( )



( 3X+Y+2=0



4 Hallar la ecuación de la recta, determinado los coeficientes de la forma general, que es perpendicular a la recta 3x-4y+11=0 y pasa por el punto (-1,3). a)Ax+By+c=0 P en G –A-3B+C=0



1) B en 1



3ª A, C Y B EN G ( 4X+3Y+13=0



)( )



6 Determinar el valor de K para que la recta k²+(k+1)y+3=0 sea perpendicular a la recta 3x-2y-11=0. k²= A² K+1+B’ 3=C’



2k+2+3A’ A’ K’ 3K²-2K-2=0



√ √



√



K2=-0,5 8 Hallar la pendiente, ángulo de inclinación y los intercepciones de la recta que pasan por el punto (2,3) Y perpendicular a la recta 2X-7Y+2=0.



tgϴ=m tgϴ= ϴ=-74.05 ϴ=105,95 ( 2y-6=-7x+14 7x+2y-20=0



)



7x=2y=20



X=2,85y=10



10 En las ecuaciones ax=(2-b)y-23=0 y(a-1)x+by+15=0. Hallar los valores de a y b para que representen rectas que pasan por los puntos (2,-3). 1) 2a-c+3b-23=0 2ª+3b-29=0



2a+3b-24=0 2ª-3b+13=0 4ª -16=0 A=4



2(4)+3b-24=0 8+3b-24=0 3b=21 b=7



2) 2ª-2-3b+15=0 2ª-3b+13=0 Ec1 4x-5y-23 Ec2 3x-7y+11



12 Demuestre que las rectas 2x-y-1=0; x-8y+37=0; 2x-y-16=0; x-8y+7=0 formar un paralelogramo y hallar las ecuaciones de sus diagonales. 1) 2) 3) 4)



2x-y-1=0 x-8y+37=0 2x-y-16=0 x-8y+7=0



x-8y+37=0 II x-8y+7=0



2x-y-1=0 II 2x-y-16=0



AB’=A’B=0 1(-8)-(1)(-8)+0 -8+8=0 0=0



(2)(-1)-(2)(-1)=0 -2+2=0 0=0



1 EN 2 2x- y-1 =0 -2X+16Y=74=0 17Y-75-0 Y-5



2Y3 -2X=16Y-75-0 2X- Y-16=0 15Y-90-0 Y=6



Y en 1 2x-5-1=0 16=0 2x-6=o X=3 P1(3;5)



y en 2 x-48+37=0 x=11 P2(11;6)



y en 3 2x-22x-18=0 x=9 P3(9;2)



1Y4 2x-y-1=0 -2x+16y-14+0 15y-15=0 Y=1 Y en 1 2x-1-1=0 2x-2=0 X=1 P4(1;1)



P1+P3



Y-3 ( 2Y-10+-X-3



`



3Y4 2x-y-16=0 -2x-16y-14=0 15y-30-0 y=2



)



X+2Y-13=0 P2Y P4



(



)



2y-17=x-11 -x+2y-1=0 x-2y+1=0



14 Que los ángulos suplementarios formados por las 2 rectas Ax+By+C=0 y A’x+B’y+C’=0 estan dados por la formulas.



(



)(



)



16 Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (2,-3) y que forman cada uno un ángulo de 45° con la recta 2x-2y+=0.



Aa’+bb’=ab’+a’b 2a’-3b’=2b’+3a’ 5a’ =b’ A’x+b’y+c’=0 2a’-b’+c’=0 2a’-5a’+c’=0 C’=3a’ A’x+B’y+C,=0 A’x+5A’y+3A’=0 AA”+BB”=0



A”+5B”=0 A”=-5B” A”X+B”Y+C”=0 2ª”-B”+C”=0 2(5B”)-B”+C”=0 =10B”-B”+C”=0 C”=10B”



18 Si k es una constante cualquiera diferente de cero demuestre que todo punto que esta sobre la recta de ax+8y+c también estará sobre la recta Kax, KBy,KC=0.



A=KA’ B=KB’ C=KC’ 20 Si tres rectas se cortan en un punto común se dicen que son consecuentes. Si las tres rectas Ax+By+C=0; A2x+B2y+C2=0; A3x+B3y+C3=0 son concurrentes que sus coeficientes satisfacen la condición. A +B +C A2 +B2 +C2 A3 +B3 +C3 AD=(A1)(B2)(C3)+(B1)(C2)(A3)=(C1)(A2)(B3)-(C1)(B2)(C3)-(A1)(C2)(B3)(B1)(A2)(C3) AD=C3[A1B1+B2A2]+C2[A3B1+B3A1]=C1[A2B2+B2A2] AD=0



A1 AD



B1



C1



A1



B1



A2



B2



C2



A2



B2



A3



B3



C3



A3



B3



22 Demostrar que las medianas de un triangulo son consecuentes. EMAE X-7Y+9=0 EMBE 4X-Y-9+0 EMCB 7X-2Y-2=0 AB’-A’B‡0 (1)(-1)-(4)(-7) ‡0 27‡0



24 Demuestre que las últimas son concurrentes. EM X-5Y+7=0 EM1 2X-Y-1=0 EM2 X+Y-8=0 (1)(-1)-(2)(-5)‡0 9‡0 (2)(1)-(1)(-1)‡0 3‡0 4/3-5(1/7) ‡0



4/7+5/3-3‡0



26 La recta que los une se llama recta de Euler. (1/3; 5/3)Baricentro (7/3;5/3)orto centró



(



)



y-5/3=0 30 Hallar la longitud de la perpendicular bajada del punto (3,-5) a la recta k+3y-14=0 Demostrar a partir de otro que la distancia es . √



( )



es



√



√ √ √



√



LA FORMA NORMAL DE LA ECUACIÓN DE UNA RECTA La forma de la ecuación de una recta es x cos w + sin w –p=0 En donde p es un número positivo igual a la longitud de la normal trazada desde el origen a la recta y w es el ángulo positivo menor que 360° medido a partir de la recta positiva del eje X a la normal Demostración Deduciremos la ecuación evaluando la pendiente de la recta L y la coordenada ( ) del punto sobre la recta en términos de p y w sustituyéndolas en la forma punto-pendiente. por trigonometría, para cualquier posición de la recta L, excepto aquellos en que la recta pasa por el origen, tenemos , Luego,



tendrá por coordenadas



(



) Como la recta es perpendicular a su normal, su pendiente es la reciproca negativa de la pendiente de la normal, esto es m=



=-



por lo tanto , por la forma punto pendiente de la ecuación de una recta tenemos :



y – p sin w = -



(x – p cos w) ══> y sin w - p ══> x cos w + y sin w –p ( ══> x cos w + y sin w – p = 0



)



Geometría Analítica Charles H. Lehmann Grupo 11 2.- Una recta es tangente a un círculo de centro en el origen y radio 3 Si el punto de tangencia es P (2, √ ) hállese la ecuación de la tangente en la forma normal Datos p= 3 P (2, √ ) Solución sin w =



√



cos w = La ecuación de la tangente de la forma normal x cos w + y sin w – p = 0 √



L,



4.-Reducir la ecuación 12x – 5y -52 =0 a la forma normal, y hallar los valores pyw Datos A=12 B=-5 C=9 Solución r=



√



r =



√



r =



√



(



)



r = 13 La ecuación de la tangente de la forma normal x cos w + y sin w – p = 0



L, p=4 cos w = w= 360° - 22°37 = 337°23



6.- Determinar el valor de k para que la distancia del origen a la recta L, x+ky-7 =0 sea 2 Datos A=1 B=k C=-7 Solución r= √



√



p =d (0, L,) = 2| | 2



√



2√ ( √



)



( )



√



2 (1+



)



2+2 K=



√



8.- hallar la ecuación de la recta cuya distancia del origen es 5 y que pasa por el punto p(1,7) (dos soluciones) Datos P (1,7) p=5 m es perpendicular Solución L, mx –y + (7-m)



(y-7)=m(x-1) =0 A=m B= -1 C=7-m r=



√



r=



√



p =d (0, L,) = 5 |



5√ ( √



|√



)



| |



(|



|)



)



25( 25



+ 2m – 24=0



24



/2



12 √



m=



( (



)(



)



)



10.- La perpendicular de una recta es -3 Hallar su ecuación si su distancia del origen es 2(dos soluciones) Datos La ecuación es y=-3x+b L,: 3x+y-b=0 Solución r=



√



r=



√



r= √ p =d (0, L,) = 2| | |



√ ( √



)



40= b= √ b=



√



| ( )



|



√



|



√



se tiene las dos rectas 3x+y



=0



12.- Hallar la forma normal de la ecuación de la recta que es paralela a la recta L1 x-5y+11=0 y pasa por A(-7,2) Datos X-5y+11=0 A (-7,2) Solución LA



L



y-2 =



(



)



5y-10 =x+7 x-5y+17=0 r=



√



r=



√



r=



√



L



√



√



√



14. Hallar la forma de la ecuación de la recta que es perpendicular a la recta L1 2x – 3y+7=0y determina sobre el eje x el segmento -9 Solución La perpendicular L1 =



=



L pasa por el punto (0,-9) (y-0)=-



(



) < == > L



3x+2y+27=0



r=



√



r=



√



r=



√



L -



x-



√



√



y-



√



=0



16.-halle la distancia del origen a cada una de las rectas L1 3x+5y-11=0 y L2 6x+10y-5=0, Deducir de este resultado la distancia entre las dos rectas Datos L1 3x+5y-11=0 L2 6x+10y-5=0, Solución L1 r =



√



r=



√



r=√ L2 r =



√



r=



√



r= √ p =d (0, L, 1)



|



p =d (0, L, 2)



|



√



| |



√



(L, 1 - L,2) = d (0, L,1)- d (0, L,2) √



-



√ √



√



18.- La ecuación de una recta L es x+3y-6=0, y las coordenadas de un punto son (4,7) Hallar la ecuación de la recta que pasa por P y es paralela a L . a partir de este resultado hallar la distancia d P y L Datos L es x+3y-6=0 P (4,7) Solución La pendiente de la recta es m= Y-7 ==



(



)



x+3y-25=0 √ √



=



=√ p =d (0, L, 1)



|



|



p =d (0, L, 2)



|



|



√



√



(L, 1 - L,2) = d(0, L,1)- d (0, L,2) √



-



√ √



GRUPO 12 1 Hallar la distancia de la recta 4x-5y+10=0 al punto P(2,-3).



√( ) ( )



( (



) )



√ √ √



√ √



2 Hallar la distancia dirigida de la recta x+2y+7=0 al punto P(1,4).



√( )



( )



( ) √ √ √



√ √



3 Los vértices de un triangulo A(-4,1),B(-3,3) y C(3,3). Hallar la longitud de la altura del vértice A sobre el lado BC y el área del triangulo.



( (



) )



√ √ √ √
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√ )



√( √(
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4 Hallar la distancia comprendida entre las rectas paralelas 3x-4y+8=0 y 6x8y+9=0.



√( )



(
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5 Hallar la distancia entre las rectas paralelas x+2y-10=0 y x+2y+6=0.



√( )



( ) √( )



√ √



√



( )



6 Hallar la ecuación de la paralela a la recta 5x+12y-12=0 y distante 4 unidades de ella (Dos Soluciones).
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(
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)



(



)
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7 La distancia dirigida de la recta 2x+5y-10=0 al punto P es -3. Si la abscisa de P es 2, Hállese su ordenada. √( )



( )



( ) √ √ √



8 La distancia de la recta 4x-3y+1=0 al punto P es 4. Si la ordenada de P es 3, hállese su abscisa (dos soluciones).
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(
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9 Hallar la ecuación de la recta cuyos puntos equidistan todos de las dos rectas paralelas 12x-5y+3=0 y 12x-5y-6=0.
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√
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10 En la ecuación kx+3y+5=0, hallar el valor del coeficiente k de manera que la distancia
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√ ( √
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√ √ √



11 Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (3,1) y tal que la distancia de esta recta al punto (-1,1) sea igual a 2√ . (Dos soluciones) (
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√ √ √



( √
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12 Hallar las ecuaciones de las bisectrices de los ángulos formados por las rectas x+y-1=0 y 2x-y+1=0, y demostrar que son perpendiculares entre si.
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√ √
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√ √
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13 Hallar la ecuación de la bisectriz del angulo agudo formado por las rectas x-2y-4=0 y 4x-y-4-0
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√
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( √ √
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14 En el triangulo del ejercicio 3. Hallar las ecuaciones de las bisectrices de los ángulos interiores, y demostrar que concurren en un punto. A(-4,1) B(-3,3) C(3,-3)



17 Demostrar .Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su distancia de la recta 4x-3y+12=0 es siempre igual al doble de su distancia del eje X.



√( )



(



)



18 Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su distancia de la recta 4x-3y+12=0 es siempre igual a la mitad del eje Y.



√( )



(



)



20 Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su distancia de la recta x+2=0 es siempre igual a su distancia del punto(2,0).



√



)



√( (



)



21 Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su distancia de la recta y+2=0 es siempre igual a su distancia del punto (0,2).



√



)



√(



(



)



24 Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal que su distancia de la recta x+3=0 es siempre igual al triple de su manera que su distancia de la recta al punto (2,-4).



√



√(
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(
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25 Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su distancia del punto(-2,1) es siempre igual al triple de su distancia del recta y+4=0) trazar el lugar.



√( (√
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LA CIRCUNFERENCIA



Definición Circunferencia es el lugar geométrico de un punto q se mueve en el plano de tal manera que está siempre a una distancia constante de un punto fijo también del plano. El punto fijo se llama centro de la circunferencia, y la distancia constante se llama radio. Gráfico Representativo Y P(x, y) r C (h, k)



X



Ecuaciones de la Circunferencia FORMA ORDINARIA Si denominamos por (h, k) a las coordenadas del centro y por “r” al radio o distancia constante, de acuerdo a la definición dada de la circunferencia, como lugar geométrico, debe cumplirse:



Pero: √(



)



(



)



Poe tanto: √( De donde:



)



(



)



(



)



(



)



Para el caso particular, de que el centro esté en el origen de coordenadas: h = k = 0, y la ecuación se transforma en:



FORMA GENERAL Desarrollando la ecuación en la forma ordinaria:



Ordenándola:



Si comparamos esta última ecuación, con la ecuación general de segundo grado, vemos que: A = C = 1 y que B = 0. Es decir, la ecuación de cualquier circunferencia se puede escribir también en la forma:



⁄ ⁄ Comprobemos ahora, si toda la ecuación escrita en esta forma, representa una circunferencia; para esto agrupamos los términos que contienen X, los que contienen Y, completamos cuadrados, en términos agrupados. (



)



(



)



Completando cuadrados: (



)



(



)



(



(



)



)



( )



Comprobando esta expresión, con la ecuación de la circunferencia en la forma ordinaria, observamos que, para que esta ecuación represente a una circunferencia, depende todo del valor que tenga el segundo miembro de la igualdad, pudiendo darse tres alternativas. 1) Si:



>0



La ecuación representa una circunferencia de: (



2) Si:



)



√



= 0



Si el segundo miembro de la ecuación se hace igual a cero.



Problemas de Aplicación Encontrar la ecuación de la circunferencia que tiene centro C (2; -1) y es tangente a la recta 3x-4y+12=0 Datos: C (2; -1) 3x-4y+12=0



| |
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√
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Desarrollando:



)



(



)



|



√ |



(



)



(



|
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Geometría Analítica Charles H. Lehmann Grupo 15



1. Escribir la ecuación de la circunferencia de centro C (- 3, - 5) y radio 7. (



)



(



)



(



)



(



)



2. Los extremos de un diámetro de una circunferencia son los puntos A (2, 3) y B (- 4, 5). Hallar la ecuación de la curva. (



)



(



√(



)



(



)



(



)



(
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(



)



(
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) √(



)



(



)



=10



3. Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro es el punto C (7,- 6) y que pasa por el punto A (2, 2). √(



)



(
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√(
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(
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4. Hallar la ecuación de la circunferencia de centro C (2, - 4) y que es tangente al eje Y. √(



)



(



)



(
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(
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√(



)



(



)
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(



)
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5. Una circunferencia tiene su centro en el punto C (0, - 2) y es tangente a la recta 5x - 12y + 2 = 0. Hallar su ecuación. √



(
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) (
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√
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(
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(
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6. Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro es el punto (-4,- 1) y que es tangente a la recta 3x + 2y - 12 = 0. √ (



)



(



)



√ √
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(
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7. La ecuación de una circunferencia es (x - 3)² + (y + 4)² = 36. Demostrar que el punto A (2, - 5) es interior a la circunferencia y que el punto B (-4, 1) es exterior. ( (



)



( )



) (



)



8. Hallar la ecuación de la circunferencia de radio 5 y cuyo centro es el punto de intersección de las rectas 3x - 2 y - 24 = 0, 2x + 7y, +9 = 0.



) ) ) )



( ) (



)
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X=6 (
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(
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(
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(
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9. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto A (7, - 5) y cuyo centro es el punto de intersección de las rectas 7x - 9 y - 10 = O y 2x 5y + 2 = 0.
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( ) X=4 (
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10. Una cuerda de la circunferencia x² + y² = 25 está sobre la recta cuya ecuación es x - 7y + 25 = 0. Hállese la longitud de la cuerda.



(



) √(



(
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(



)



√



11. Hallar la ecuación de la mediatriz de la cuerda del ejercicio 10, y demostrar que pasa por el centro de la circunferencia. (



) √(



)



(
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Los ejercicios 12-16 se refieren al triangulo cuyos vértices son A (-1,0), B (2,9/4) y C (5, 0). 12. Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro es el vértice A y que es tangente al lado BC.
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13. Hallar la ecuación de la circunferencia circunscrita al triangulo. (
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14. Hallar la ecuación de la circunferencia inscrita al triangulo. (
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15. Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos medios de los lados del triángulo. (
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17 Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro este sobre el eje X y que pasa por los dos puntos A (1, 3) y B (4. 6). (
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18. Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro este sobre el eje Y, que pasa por los puntos A (2, 2) y B (6,- 4). (
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19 Una circunferencia pasa por los puntos A (-3, 3) y B (1, 4) y su centro está sobre la recta 3x - 2y - 23 = 0. Hállese su ecuación. (
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20 Las ecuaciones de los lados de un triángulo son 9x + 2y + 13 = 0, 3x + 8y 47 = 0 y x - y - 1 = 0. Hallar la ecuación de la circunferencia circunscrita. (
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21 La ecuación de una circunferencia es x² + y² = 50 El punto medio de una cuerda de esta circunferencia es el punto (-2, 4). Hallar la ecuación de la cuerda. (



(



)



)



22 La ecuación de una circunferencia es (x - 4)²+ (y - 3)² = 20. Hallar la ecuación de la tangente a este círculo en el punto (6, 7).
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)
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23 La ecuación de una circunferencia es (x + 2)² + (y - 3)² - 5 = 0. Hallar la ecuación de la tangente a la circunferencia que pasa por el punto (3, 3) (Dos soluciones.). (
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24 Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto A (7. -5) y es tangente a la recta x - y - 4 = 0 en el punto B (3. - I). (
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25. Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro está sobre la recta 6x + 7y - 16 = 0 y es tangente a cada una de las rectas 8x + 15y + 7 = 0 y 3x - 4y 18 = 0. (Dos soluciones). (
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La Elipse Concepto Es un lugar geométrico de puntos que cumplen la condición si trazamos segmentos de recta desde cualquier punto de esta línea hasta dos puntos fijos llamados focos la sumatoria de estos segmentos será siempre constante e igual al eje mayor



Puntos y líneas básicas



Centro (C): Punto medio del segmento que une los focos y es llamado centro. Focos (FF’): Son los puntos fijos llamados focos. Eje focal (l): El eje focal corta a la elipse en dos puntos llamados vértices, también es conocida como eje mayor.



Eje normal (l’): Es perpendicular al eje focal y corta a la elipse en dos puntos llamados (AA’), también es conocido como eje menor. Cuerda (BB’): Es un segmento que une puntos diferentes cualquiera de la elipse. Cuerda focal (EE’): Es una cuerda que pasa por cualquiera de los focos. Lado recto (LL’): Es una cuerda que pasa por un foco y es perpendicular aleje focal.



Diámetro (DD’): Es una cuerda que pasa por el centro de la elipse. Radios vectores (F’P y PF): Si P es un punto cualquiera de la elipse, los segmentos FP y F’P que unen los focos con el punto P se llaman radios vectores de P. Excentricidad:



Ecuación de la elipse:



Dibujo



Ecuación



PARÁBOLA DEFINICIÓN Es el lugar geométrico, de punto que se mueve en el plano, de tal manera que su distancia no dirigida a una recta fija llamada directriz, es siempre igual a su distancia no dirigida respecto de un punto fijo llamado foco.



De acuerdo a la definición, siempre se cumplirá que: ld1l = ld2l Para cualquier punto de la parábola.



PUNTOS Y LÍNEAS BÁSICAS DE LA PARABOLA



Eje: La recta que pasa por el foco y es perpendicular a la directriz. Vértice (V): Punto de corte de la curva con el eje. El vértice es el punto medio entre el foco y el punto de corte del eje con la directriz.



Cuerda: La recta que une dos puntos cualesquiera de la parábola, como: AA’ Cuerda Focal: La cuerda que pasa por el foco, como: CC` Radio Focal: Denominado también radio vector, es la línea que une el foco con un punto cualquiera de la curva, como DF; VF. Lado Recto: La cuerda focal perpendicular al eje, BB’ Diámetro: la recta que une los puntos medios de un sistema de cuerdas paralelas de la parábola, es siempre paralelo al eje.



ECUACIONES DE LA PARÁBOLA



Parábolas de vértice en (0,0) y eje coincidente con el eje x



Llamaremos “p” a la distancia que hay del origen de coordenadas al foco, por lo tanto las coordenadas de este son: F (p; 0) y la ecuación de la directriz será: x= p. Sea P(x; y) un punto cualquiera perteneciente al lugar geométrico, trazamos PA perpendicular a la directriz, y trazamos también PF; de acuerdo a la definición enunciada de la parábola se cumple que: ld1l = ld2l lPFl = lPAl lPFl = √(



)



(



)



pero



lPAl = l x + p l Igualando: √(



)



lx+pl



Elevamos los dos miembros al cuadrado: X2 - 2px + p2 + y2 = X2 + 2px + p Finalmente haciendo términos semejantes: y2 = 4px



(primera ecuación de la parábola)



Analizando la ecuación obtenida vemos que la curva pasa por el origen y es simétrica al eje X; si despejamos el valor de “y” Y=



√



Por tanto, para los diferentes valores de p, la variable “x” debe tener igual signo que p, para que exista la cantidad subradical y por ende “y”, presentándose dos alternativas: a) Si p es positiva, “x” será también positiva y la curva se abrirá hacia la derecha b) Si p es negativa, “x” será también negativa y la curva se abrirá hacia la izquierda Como no se excluye ningún valor de “x” (para el primer caso los positivos, para el segundo los negativos) y la variable “y” puede tomar todos los valores de los reales, el lugar geométrico resultante es una curva de longitud infinita. Al despejar los valores de “x” e “y” de la ecuación, decimos que la curva carece de asíntotas horizontales. La longitud del lado recto, es igual al valor absoluto de 4p.



Parábolas de vértice en (0, 0) y eje coincidente con el eje Y



Las coordenadas del foco serán para este caso f (0; p) y la ecuación de la directriz (paralela al eje X); y= -p; aplicando la definición del lugar geométrico y siguiendo un proceso idéntico al anterior, obtenemos que la ecuación de la parábola es: X2 = 4py parábola)



(segunda ecuación de la



Si analizamos la ecuación, como en el caso anterior podemos enunciar las siguientes conclusiones: a) b) c) d) e) f) g)



La curva pasa por el origen de coordenadas. La curva es simétrica al eje de las Y. Si p es positivo la curva se abre hacia arriba Si p es negativo la curva se abre hacia abajo. La curva resultante es la longitud infinita. La curva carece de asíntotas La longitud del lado recto, es igual al valor absoluto de 4p.



EJERCICIOS



1.- Una parábola cuyo vértice está en el origen y cuyo eje coincide con el eje x pasa por el punto (-2,4). Hallar la ecuación de la parábola, las coordenadas del foco, la ecuación de la directriz y la longitud de su lado recto. PA = PF (-2y)2 + (4 - 4)2



=



4 +4x + x2



= 4 +4p + p2 + 16



P= -x 4x + x2 = -4x + x2 + 16 8x = 16 x = 16/8 x=2 x= -p -p = 2 p = -2 F (-2,0)



(- 2 - p) + 16



ECUACION: y2 = 4 (-2x) y2 = -8 x Longitud: L= 8 ECUACION de la directriz: x-2=0 2.- En cada uno de los ejercicios hallar las coordenadas del foco, la ecuación de la directriz y la longitud de lado recto para la ecuación dada y discutir el lugar geométrico correspondiente. Una cuerda de la parábola y2 -4x = 0 es un segmento de la recta: x-2y+3=0. Hallar la longitud.



Parábola: y2 -4x = 0 (1) Recta: x-2y+3=0



(2)



x - 2y + 3 = 0



x-2y+3=0



y=12



x = 2y – 3



x-2(6)+3=0



x-2(2)+3=0



y2 -4(2y – 3) = 0



x=12-3



x= 4 -3



y2 – 8y + 12 = 0



x= 9



x= 1



(y - 6) (y - 2) =0 y=6



y=2



Y



A (9, 6)



Los extremos de la cuerda son: C (1,2)



C1 (9,6)



CC1 = (9-1)2 + (6-2)2 =



64+16



= 80



P (1,2) X



=4



5



3.-Hallar la longitud de la cuerda focal de la parábola x2 – 8y = 0 que es paralela a la recta 3x – 4y – 7 = 0. Y



Parábola: x2 – 8y = 0 Recta: 3x – 4y – 7 = 0



X



Si x2 = - 8y → 4p = -8



C (-2, -1/2)



P= - 2 F (0, 2) y



+2



=



-



(



)



F (0, -1/2)



C1 (8, -8)



3x – 4y + 8 = 0 (1) 3x2 – 4y – 7 = 0 (2) 4y = 3x +8 y= 3x2 – 4



–7=0



3x2 – 3x - 8 – 7 = 0



3x – 4y + 8 = 0



3x2 – 3x - 15= 0



3(8) – 4y + 8 = 0 3(-2) – 4y + 8 = 0



(x-8) (x +2) = 0



24 – 4y +8= 0



X=8



x= -2



C (-2, -1/2)



3x – 4y + 8 = 0



-6 – 4y +8= 0



y = -8



y = -1/2



C1 (8, -8)



CC1 = (8+2)2 + (-8+1/2)2 =



100+ 225/4 =



625/4



= 25/2



4.- Demostrar que la longitud del radio del vector de cualquier punto P1(x1, y1) de la parábola



y2 = 4px es igual a x1 = p P1(x1, y1) Parábola y2 = 4px es igual a x1 = p



P(X, Y)



F (0, P) A



r = FP FP =



(X1 - P)2 + Y12



(1)



P1 (X1, Y1) Y12 = 4PX1 2



2



r= X – 2PX1 +P + 4PX1 r= X2 + 2PX1 +P2 r = (X1 + P) 2 r = X1 + P



F (P,O)



5.- Hallar la ecuación de la parábola cuyo foco es (0, -3/4) y su directriz: y – ¾ = 0. Hallar la longitud del lado recto. F (0, -3/4) Directriz: y – ¾ = 0 Y



x2 = 4py 02 = 4py



L



p= -4/3



X



X



2



x = 4py x2 = 4(-4/3)y x2 = -16/3 y Lado recto: 4p = -16/3



L1



L F (0, -4/3)



LA HIPÉRBOLA



DEFINICIÓN Una hipérbola es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal manera que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano , llamados focos, es siempre igual a una cantidad constante, positiva y menor que la distancia entre los focos.



La definición de la hipérbola excluye el caso en que el punto móvil se mueva sobre la recta que pasa por los focos a excepción del segmento comprendido entre ellos. Los focos y el punto medio de este segmento no pueden pertenecer al lugar geométrico.



PUNTOS Y LÍNEAS BÁSICAS DE LA HIPÉRBOLA



La hipérbola consta de dos ramas diferentes, cada una de longitud infinita. Focos (F, F’) son dos puntos, respecto de ellos, permanecen constante la diferencia de distancias (en valor absoluto) a cualquier punto de dicha hipérbola. Eje focal (l) es la recta que corta a la hipérbola en dos puntos, V y V’, llamados vértices. Vértices (V, V’) son los puntos donde la hipérbola corta al eje focal. Eje transverso (VV’) es la porción del eje focal comprendido entre los vértices VV’. Centro (C) punto medio del eje transverso. Eje normal (I') es la recta que pasa por C y es perpendicular al eje focal I, no corta a la hipérbola. Eje conjugado (AA’) es una porción definida del eje normal, el segmento AA', que tiene C por punto medio. Cuerda es el segmento que une dos puntos diferentes cualesquiera de la hipérbola; estos puntos pueden ser ambos de la misma rama, como para la cuerda BB’, o uno de una rama y el otro de la otra, como para el eje transverso VV'.



Cuerda focal (EE') es una cuerda que pasa por un foco. Lado recto (LL’) es la cuerda focal, perpendicular al eje focal L; evidentemente, por tener dos focos, la hipérbola tiene dos lados rectos. Diámetro (DD’) es la cuerda que pasa por C. Radios vectores de P (FP, F'P) son los segmentos que unen los focos con el punto P. Siendo P es un punto cualquiera de la hipérbola.



Primera ecuación ordinaria de la hipérbola



Consideremos la hipérbola de centro en el origen Y cuyo eje focal coincide con el eje X. Los focos F y F' están entonces sobre el eje X. Como el centro 0 es el punto medio del segmento FF', las coordenadas de F Y F' serán (c, 0) y (-c, 0) respectivamente, siendo c una constante positiva. Sea P(x, y) un punto cualquiera de la hipérbola. Entonces, por la definición de la hipérbola, el punto P debe satisfacer la condición geométrica siguiente, que expresa que el valor absoluto de la diferencia de las distancias del punto a los focos es una cantidad constante,



En donde a es una constante positiva y 2a< 2c. La condición geométrica (1) es equivalente a las dos relaciones,



La relación (2) es verdadera cuando P está sobre la rama izquierda de la hipérbola; la relación (3) se verifica cuando P está sobre la rama derecha. Por el teorema de distancia entre dos puntos tenemos:



De manera que la condición geométrica (1) está expresada analíticamente por



x2-2xc+c2+y2=4a2+4a+√( -2xc= 4a2 +4a√(



)



-4xc= 4a2 +4a√(



)



-xc= a2 + √(



)



-a2 -xc= a√(



)



(a2 + xc)2= (-a√(



)



)



+ x2-2xc+c2+y2



+2xc



)2



a4+2a2xc +x2c2= a2(x2+2cx +c2+y2) a4+2a2xc +x2c2= a2x2+2 a2cx + a2c2+ a2y2 a4-a2c2= a2x2-x2c2+ a2y2 x2c2-a2x2 - a2y2= a2c2 -a4 x2(c2-a2)- a2y2= a2(c2-a2)



Que puede escribirse en la forma



Podemos demostrar recíprocamente, que si P1(x1, y1) es un punto cualquiera cuyas coordenadas satisfacen la ecuación (8), entonces P 1 satisface la condición geométrica (1) y, por lo tanto, está sobre la hipérbola. Luego la ecuación (8) es la ecuación de la hipérbola. Estudiemos ahora la ecuación (8) de acuerdo con el Artículo 19. Las intersecciones con el eje X son a y -a. Por tanto, las coordenadas de los vértices V y V son (a, 0) y (-a, 0), respectivamente, y la longitud del eje



transverso es igual a 2a, que es la constante que interviene en la definición. Aunque no hay intersecciones con el eje Y, dos puntos, A (0, b) y A’ (0, -b), se tornan como extremos del eje conjugado. Por tanto, la longitud del eje conjugado es igual a 2b. La ecuación (8) muestra que la hipérbola es simétrica con respecto a ambos ejes coordenados y al origen. Despejando y de la ecuación (8), resulta:



Por tanto, para que los valores de y sean reales, x está restringida a variar dentro de los intervalos x>= a y x a, la excentricidad de una hipérbola es mayor que la unidad. Si el centro de la hipérbola está en el origen pero su eje focal coincide con el eje Y, hallamos, análogamente, que la ecuación de la hipérbola es



Las ecuaciones (8) y (12) las llamaremos primera ecuación ordinaria de la hipérbola. Son las más simples de esta curva por lo que nos referiremos a ellas como formas canónicas. Los resultados precedentes se resumen en el siguiente TEOREMA 1. La ecuación de la hipérbola de centro en el origen, eje focal coincidente con el eje X, y focos los puntos (c, 0) y (-c, 0), es



Si el eje focal coincide con el eje Y, de manera que las coordenadas de los focos sean (0, c) y (0,-c), entonces la ecuación es



Para cada hipérbola, a es la longitud del semieje transverso, b la del semieje conjugado, c la distancia del centro a cada loco, y a, b, c están ligadas por la relación



También, para cada hipérbola, la longitud de cada uno y sus lados rectos es , y la excentricidad e está dada por la relación



NOTA. La posición de una elipse con relación a los ejes coordenados puede determinarse como se indicó en la nota del teorema 1 del Artículo 61. Este método no es aplicable a la hipérbola ya que podemos tener a > b, a < b o a = b. La posición de la hipérbola se determina por los signos de los coeficientes de las variables en la forma canónica de su ecuación. La variable de coeficiente positivo corresponde al eje coordenado que contiene al eje transverso de la hipérbola. Ejemplo. Los vértices de una hipérbola son los puntos V (0, 3) y V’(O,-3), y sus focos los puntos F (0, 5) y F’(O, -5). Hallar la ecuación de la hipérbola, las longitudes de sus ejes transverso y conjugado, su excentricidad y la longitud de cada lado recto. Solución. Como los vértices y los focos están sobre el eje Y, el eje focal coincide con el eje Y. Además, el punto medio del eje transverso está, evidentemente, en el origen. Por tanto, por el teorema 1, la ecuación de la hipérbola es de la forma



La distancia entre los vértices es 2a = 6, longitud. Del eje transverso. La distancia entre los focos es 2c = 10. Por tanto, a = 3 y c = 5, de donde



Por lo tanto, b = 4, y la longitud del eje conjugado es 2b = 8. La ecuación de la hipérbola es entonces



La recto e



excentricidad es



, y la longitud de cada lado



El lugar geométrico está representado en la figura 95, en donde el eje conjugado está indicado por el segmento AA' del eje X. Asíntotas de la hipérbola.



Si de la forma canónica de la ecuación de la hipérbola Despejamos y, obtenemos



que puede escribirse en la forma



Frecuentemente se desea investigar lo que ocurre en una ecuación cuando una de las variables aumenta numéricamente sin límite. (Ver nota 3, Art. 18. ) Si un punto de la hipérbola (1) se mueve a lo largo de la curva, de manera que su abscisa z aumenta numéricamente sin límite , el radical del segundo miembro de (2) se aproxime más y más la unidad , y la ecuación tiende a la forma



Como la ecuación (3) representa las rectas



Esto nos conduce a inferir, de la definición de asíntota (Art. 18), que la hipérbola es asíntota a estas dos rectas. Ahora demostraremos que esta deducción es correcta. Sea P1 (x1, y1) un punto cualquiera de la parte superior de la rama derecha de la hipérbola (1), como se indica en la figura 96. La ecuación de la recta puede escribirse en la forma



Por el teorema 9 del Artículo 33, la distancia d de la recta (4) al punto P1 (x1 ,y1) está dada por



Si multiplicamos numerador y denominador del segundo miembro de (5)



por



obtenemos



Pero como P1 está sobre la hipérbola de manera que la ecuación (6) puede escribirse en la forma



(1),



Si P1 se mueve hacia la derecha a lo largo de la curva y se aleja indefinidamente del origen, sus coordenadas, X1 y y1, aumentan ambas



de valor sin límite, de manera que, por la ecuaci6n (7), d decrece continuamente y se aproxima a cero. Se sigue, de acuerdo con esto, por la definición de asíntota, que la recta (4) es una asíntota de la rama derecha de la hipérbola (1). Si P1 está sobre la parte inferior de la rama izquierda de la hipérbola (1) y se mueve hacia la izquierda a lo largo de la curva alejándose indefinidamente del origen, entonces sus coordenadas x1 y y1 aumentan de valor ambas sin límite en la dirección negativa. La ecuación (7) muestra entonces que d decrece continuamente y tiende cero, de donde se sigue que la recta (4) es también una asíntota dela rama izquierda de la hipérbola (1). Quedan dos casos por considerar que son, cuando P 1 está sobre la parte inferior de la rama derecha y cuando está sobre la parte superior de la rama izquierda. Empleando el mismo razonamiento que en los dos párrafos anteriores , podemos demostrar que la recta es una asíntota de ambas ramas de la hipérbola ( 1) . Estos resultados se resumen en el siguiente: TEOREMA 2. La hipérbola



, tiene por asíntotas las rectas



NOTAS. 1. Si la ecuación de una hipérbola está en su forma canónica, las ecuaciones de sus asíntotas pueden obtenerse reemplazando el término constante por cero y factorizando el primer miembro. Así, para la hipérbola tenemos , de donde. , y las ecuaciones de las asíntotas son



2. La gráfica de una hipérbola puede esbozarse muy fácilmente trazando sus vértices y sus asíntotas. Las asíntotas actúan en la gráfica como líneas guías. Ejemplo. Hallar la ecuación de la hipérbola que pasa por el punto (6, 2) tiene su centro en el origen, su eje transverso esta sobre el eje X, y una de sus asíntotas es la recta 2x 5y = 0. Solución. Por el teorema 2 anterior, la otra asíntota es la recta 2x+5y = 0.



Las ecuaciones de ambas asíntotas pueden obtenerse haciendo k igual a cero en la ecuación O sea:



Como la hipérbola buscada (Fig. 97) debe pasar por el punto (6, 2), las coordenadas de este punto deben satisfacer la ecuación de la hipérbola, Por tanto. Si hacemos x = 6 y y = 2 en la última ecuación, hallamos k = 44, y la ecuación de la hipérbola que se busca es



67. Hipérbola equilátera o rectangular. Consideremos la hipérbola especial cuyos ejes transverso y conjugado son de igual longitud. Entonces a = b; y la ecuación



Debido a la igualdad de sus ejes, la equilátera.



toma la forma más sencilla:



hipérbola (1) se llama



hipérbola



Entonces las asíntotas de la hipérbola equilátera (1) son las rectas: x -y =0 x + y = 0. Como estas rectas son perpendiculares, resultan que las asíntotas de una hipérbola equilátera son perpendiculares entre sí. Por esta razón la hipérbola equilátera se llama también hipérbola rectangular. Es un ejercicio fácil demostrar que, recíprocamente, una hipérbola rectangular es también equilátera. Una forma particularmente simple y útil de la ecuación de la hipérbola equilátera es: xy= k,



(2)



En donde k es una constante cualquiera diferente de cero. Aplicando los métodos conocidos podemos demostrar que la curva (2) tiene por asíntotas a los ejes coordenados, y que, si k es positivo la gráfica es como se ve en la figura 98. El estudiante debe demostrar que si se giran los ejes coordenados un Angulo de 450, la ecuación (2) se transforma en la ecuación de una hipérbola equilátera.



, que es



Hipérbolas conjugadas



Si dos hipérbolas son taIes que el eje transverso de cada una es idéntico al eje conjugado de la otra, se llaman hipérbolas conjugadas. Cada hipérbola es entonces la hipérbola conjugada de la otra, y también se dice que cada hipérbola es conjugada con respecto a la otra.



Si la ecuación de una hipérbola es



Entonces, de acuerdo con la definición, la hipérbola conjugada de (1) tiene por ecuación



Evidentemente, la ecuación (2) puede obtenerse de la ecuación (1) cambiando simplemente el signo de uno de los miembros de (1). Así, si la ecuación de una hipérbola es , entonces la ecuación de su hipérbola conjugada es . El par de hipérbolas conjugadas (1) y (2), junto con sus asíntotas, se han trazado en la figura 99. Es un ejercicio sencillo demostrar que un par de hipérbolas conjugadas tienen un centro común, un par común de asíntotas, y todos sus focos equidistan del centro . El estudiante debe observar el rectángulo dibujado en la figura 99. Un bosquejo aproximado de un par de hipérbolas conjugadas pueden obtenerse fácilmente construyendo primero este rectángulo, ya que sus diagonales son las asíntotas.



Segunda ecuación ordinaria de la hipérbola.



Si el centro de una hipérbola no está en el origen, pero sus ejes son paralelos a los ejes coordenados, sus ecuaciones pueden obtenerse tal como se determinaron ambas formas de la segunda ecuación ordinaria de la elipse . Por esto, se deja al estudiante, como ejercicio, el demostrar el siguiente teorema: TEOREMA 3. La ecuación de una hipérbola de centro el punto (h, k) y eje focal paralelo al eje X, es de la forma



Si el eje focal es paralelo al eje Y, su ecuación es



Para cada hipérbola , a es la longitud del semieje transverso, b la del semieje conjugado, c la distancia del centro a cada uno de los focos , y a , b , c están ligadas por la relación



También, para cada hipérbola , la longitud de cada lado recto es excentricidad e está dada por la relación



, y la



Una discusión de la segunda forma ordinaria de la ecuación de la hipérbola, análoga a la discusión que para la elipse nos condujo al teorema 3 del Artículo 62, nos da el siguiente TEOREMA 4. ecuación



Si los cocientes A y C



difieren



en el signo,



la



Representa una hipérbola de ejes paralelos a los coordenados, o un par de rectas que se cortan. Ejemplo.



Discutir el lugar geométrico de la ecuación



Solución. Vamos a reducir la ecuación completando los cuadrados. Entonces.



Y De donde, De manera quo la forma ordinaria es



(1)



a



la



forma



ordinaria



que es la ecuación de una hipérbola cuyo centro C es el punto (3, 1) y cuyo eje focal es paralelo al eje Y (fig. 100). Como (3,1 +3)



y las coordenadas de los vértices V y V ' son y (3, 1 - 3), o sea, (3, 4) y (3, -2), respectivamente. Como y las coordenadas de los focos F y F' son



respectivamente. La longitud del eje transverso es 2a = 6, la del eje conjugado es 2b = 4, y la de cada lado recto es



. La excentricidad es:



Para obtener las ecuaciones de las asíntotas, aplicaremos el teorema 2 , teniendo en cuenta que el centro de la hipérbola es el punto (3, 1).



Y no el origen. Si los ejes coordenados son trasladados de manera que el nuevo origen sea el centro C (3, 1), la ecuación (2) se reduce a la forma canónica:



de modo que las ecuación de las asíntotas referidas a los nuevos ejes se obtienen de la relación



Pero esta última relación al ser referida a los ejes originales X y Y, toma la forma:



De donde,



De manera que las ecuaciones ejes originales X y Y son:



de



las



asíntotas



referidas



a



los



o sea, El estudiante debe observar que la relación (3) puede obtenerse inmediatamente reemplazando el término constante por cero en el segundo miembro de la ecuación ordinaria (2). 70. Propiedades de la hipérbola. Muchas propiedades de la hipérbola están asociadas con sus tangentes. Como la ecuación de una hipérbola es de segundo grado, sus tangentes pueden obtenerse empleando la condición para tangencia. Las demostraciones de los teoremas 5 y 6, enunciados a continuación: TEOREMA 5.



La ecuación de la tangente a la hipérbola



En cualquier punto P1(X1, Y1) de la curva es



TEOREMA 6.



Las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola



De pendiente m son



La hipérbola tiene una propiedad focal análoga a la de la elipse. Esta propiedad está basada en el siguiente teorema 7. La demostración es semejante a la del teorema análogo para la elipse. TEOREMA 7. La tangente a una hipérbola en cualquier punto de la curva es bisectriz del ángulo formado por los radios vectores de ese punto. Para algunos de los teoremas que figuran en el siguiente grupo de ejercicios , hay teoremas análogos sobre la elipse ; esto se hace notar en cada caso recomendando al lector que compare el teorema particular con su análogo en el grupo 29 . También debe observarse que si en una ecuación relativa a una elipse se sustituye la cantidad b 2 por - b2, la relación análoga se verifica entonces para la hipérbola.



EJERCICIOS 1) Dada la ecuación de la hipérbola, hállense las coordenadas de los vértices y focos. Las longitudes de los ejes transverso y conjugado, la excentricidad y la longitud de cada lado recto. 9 Desarrollo



√ √



√ Coordenadas de los vértices ( ) ( ) Coordenadas de los focos ( ) (√ ) Longitud de los ejes transverso | | | ( )| Longitud de los ejes conjugado | | | ( )| Excentricidad



( (



) )



( ) ( √ ) Gráfico



√ Longitud de cada lado recto ( ) | | | |



2) Los extremos del eje conjugado de una hipérbola son los puntos (0, 3) y (0, -3). y la longitud de cada lado recto es 6. Hallar la ecuación de la hipérbola y su excentricidad. Desarrollo ( (



) )



( (



) )



( )



√ ( ) ( ) ( ) (√ ) Excentricidad



( ) ( ) ( ) ( √ ) Gráfico



√ Ecuación de la hipérbola



3) Los vértices de una hipérbola son (0, 4), (0, -4). Y su excentricidad es igual a 3/2. Hallar la ecuación de la hipérbola y las coordenadas de sus focos. Desarrollo (



)



(



)



(



)



(



) ( )



√ Coordenadas de los focos ( ) ( ) Ecuación de la hipérbola Gráfico



( (



) )



4) Una hipérbola tiene su centro en el origen y su eje conjugado esta sobre el eje X. La longitud de cada lado recto es 2/3, y la hipérbola pasa por el punto (-1, 2). Hallar su ecuación. Desarrollo



Punto P (x, y)



P (-1, 2) ( )



(



)



( )



Ecuación de la hipérbola



(



)



(



)



Gráfico



5) Hallar las longitudes de los radios de vectores del punto (6, 5) de la hipérbola Desarrollo



√ √ ( ( ( (



) ) ) ) |



( ( ( ( |



|



(



)



|



Longitudes de los Radios Puntos P1 ( ) P1 ( )



) ) ) )



P(



)



P(



) √(



√( √ Gráfico
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