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NOVIEMBRE DE 2016



INTRODUCCION



En el presente trabajo Colaborativo se abordan temas de la unidad dos correspondientes al curso de Ecuaciones Diferenciales donde nos permite conocer modelos matemáticos de ecuaciones y sus soluciones. Utilizando procesos analíticos y se siguen parámetros acordes al tipo de ecuación, aplica los conceptos básicos de las ecuaciones diferenciales de orden superior, dirigidos a la construcción de un conocimiento de manera autónoma con el fin de dar solución a problemas relacionados con la ingeniera y situaciones cotidianas. El documento contiene el entregable con la solución a los problemas correspondientes a la unidad 2 y que se encuentran planteados en la hoja de ruta dispuesta para esta unidad. Estos problemas han sido resueltos con los aportes de los miembros del grupo colaborativo número 75. El trabajo se realiza en el marco del trabajo colaborativo número 2, correspondiente a la fase 2 de la unidad 2 del curso de ecuaciones diferenciales en el cual se abordan temas de Ecuaciones Diferenciales de orden superior: Ecuaciones lineales de segundo orden ecuaciones lineales de orden n, aplicaciones de las ecuaciones de orden superior Para la elaboración del documento se tuvieron en cuenta los aportes realizados por los integrantes del grupo al foro correspondiente para esta unidad, cada estudiante selecciono los problemas que desarrollaría y presento al grupo la solución propuesta para que el grupo la validara.
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OBJETIVO GENERAL Aplicar los conocimientos adquiridos en la profundización de las temáticas de la unidad dos “Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior”, reflejados en el desarrollo adecuado de los ejercicios expuestos en la guía de actividades además de Lograr diferenciar y aplicar los diferentes métodos de solución de las ecuaciones diferenciales de orden superior relacionándolos con situaciones problema de la ingeniera para aplicarlos en su campo profesional. .



OBJETIVOS ESPECIFICOS  Implementa a través del trabajo individual y colaborativo los métodos de solución de las ecuaciones diferenciales de orden superior a situaciones problema.  Desarrollar el trabajo colaborativo unidad 2, buscando realizar una integración grupal que permita realizar participaciones individuales que nos permitan construir un trabajo acorde con los requerimientos de la guía y para ello es importante contar con la participación de todos los integrantes  Explorar las referencias bibliograficas sugeridas con el propósito de afianzar bases sólidas que permitan dar solución a los ejercicios exigidos para este fin.  Exponer de forma clara y correcta el procedimiento empleado para obtener una solución a los ejercicios escogidos con antelación por cada integrante del grupo colaborativo.
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DESARROLLO ACTIVIDAD INDIVIDUAL ÍTEMS DE SELECCIÓN MÚLTIPLE CON ÚNICA RESPUESTA



A continuación, usted encontrará preguntas que se desarrollan en torno a un enunciado, problema o contexto, frente al cual, usted debe seleccionar aquella opción que responda correctamente al ítem planteado entre cuatro identificadas con las letras A, B, C, D. Una vez la seleccione, márquela con un óvalo la que corresponda y justifique la respuesta. Responda las preguntas 1 y 2 con base a la siguiente información. 1. Para resolver la ecuación diferencial de segundo orden, se halla primero la solución de la ecuación diferencial homogénea asociada que se consigue mediante un cambio de variables, dependiendo del tipo de ecuación presentada, esto es, de si es de coeficientes constantes o variables. Con la tarea de encontrar la solución a la ecuación y ′′ − 4y ′ + 4y = 2ex − 1, Un estudiante propone: A. Resolver la ecuación homogénea asociada, cuya solución da yh =C1 e2x +C2 xe2x B. Resolver la ecuación homogénea asociada, cuya solución da yh =C1 e−2x +C2 xe−2x C. Hacer las sustituciones y = x m , y ′ = mx m−1 , y′′ = m(m − 1)x m−2 y resolver la ecuación homogénea asociada, cuya solución da yh =C1 x 2 +C2 x 2 D. Hacer las sustituciones y = x m , y ′ = mx m−1 , y′′ = m(m − 1)x m−2 y resolver la ecuación homogénea asociada, cuya solución da yh =C1 x −2 +C2 x −2 Solución: Y" − 4ý + 4 = ex − 1 Y" − 4ý + 4 = 0 m2 − 4m + 4 = 0 (m − 2)(m − 2) = 0 M1 = 2 m2 = 2 − m1 = m2 Yn = c1e2x + c2xe2x



Respuesta: La ecuación homogénea asociada, cuya solución da yh =C1 e2x +C2 xe2x
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Ejercicio 2 Para resolver la ecuación diferencial de segundo orden, se halla primero la solución de la ecuación diferencial homogénea asociada que se consigue mediante un cambio de variables, dependiendo del tipo de ecuación presentada, esto es, de si es de coeficientes constantes o variables. En la intención de resolver la ecuación diferencial 𝑦 ′′ + 2𝑦 ′ + 1𝑦 = 𝑠𝑒𝑛𝑥, un estudiante propone hacer las sustituciones 𝑦 = 𝑥 𝑚 , 𝑦 ′ = 𝑚𝑥 𝑚−1 , 𝑦′′ = 𝑚(𝑚 − 1)𝑥 𝑚−2 y resolver la ecuación homogénea asociada, cuya solución da 𝑦ℎ =𝐶1 𝑥 −1 +𝐶2 𝑥 −1. El proceso anterior es:



A. Verdadero puesto que, por ser ecuación no homogénea de segundo orden, primero se debe igualar a cero y al realizar las sustituciones propuestas se obtiene la ecuación m2+ 2m + 1 = 0 cuyas soluciones son m=1 y m=-1 Esta respuesta es incorrecta por que las soluciones de m ambas deben ser -1, por ende, descartada.



B. Verdadero puesto que, por ser ecuación no homogénea de segundo orden, primero se debe igualar a cero y al realizar las sustituciones propuestas se obtiene la ecuación m 2+2m + 1 = 0 quien tiene una única solución real que es m=-1 Esta respuesta es incorrecta porque, aunque la ecuación y las m son correctas, la propuesta de estudiante es falsa.



C. Falsa, por ser de segundo grado con coeficientes constantes la ecuación homogénea asociada es m2+2m + 1 = 0 que tiene una única solución real que es m=-1 y por lo tanto su solución da 𝑦ℎ =𝐶1 𝑒 𝑥 +𝐶2 𝑒 𝑥 Esta solución es incorrecta porque la ecuación, las soluciones de m (están bien) y la propuesta del estudiante sea falsa, la ecuación general que plantea es errónea ya que los
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exponentes de 𝑒 𝑥 deben ser negativos y la constante 𝐶2 debe ir multiplicada por una variable x, así: 𝐶2 𝑥𝑒 −𝑥 D. Falsa, por ser de segundo grado con coeficientes constantes la ecuación homogénea asociada es m2+2m + 1 = 0 que tiene una única solución real que es m=-1 y por lo tanto su solución da 𝑦ℎ =𝐶1 𝑒 −𝑥 +𝐶2 𝑥𝑒 −𝑥 Esta es la respuesta correcta porque cumple la condición de ser una propuesta falsa, tiene una solución asociada correcta, sus m son correctos y por ende la ecuación general también. Solución: Al analizar la ecuación diferencial 𝑦 ′′ + 2𝑦 ′ + 1𝑦 = 𝑠𝑒𝑛𝑥 , nos damos cuenta que es una ecuación de segundo orden, homogénea asociada que es:



𝑦 ′′ + 2𝑦 ′ + 1𝑦 = 0 Solución homogénea: 𝑚2 + 2m + 1 = 0 Resolviendo la ecuación auxiliar: (𝑚1 + 1) (𝑚2 + 1) = 0 Despejando las 𝑚1 𝑦 𝑚2, obtenemos: (𝑚1 + 1) = 0 𝑚1 = 0 − 1 𝑚1 = −1



(𝑚2 + 1) = 0



UNIVERSIDAD NACIONAL ABIERTA Y A DISTANCIA – UNAD Escuela de Ciencias Básicas, Tecnología e Ingeniería ECBTI Ecuaciones Diferenciales



𝑚2 = 0 − 1 𝑚2 = −1



Por ende, su única solución real es: 𝑚 = −1



Y podemos definir su ecuación general así: 𝑦ℎ = 𝐶1 𝑒 −𝑥 + 𝐶2 𝑥𝑒 −𝑥 Solución particular: 𝑆𝐸𝐴



𝑦𝑝 = 𝐶3 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝐶4 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑦𝑝 ´ = 𝐶3 𝑐𝑜𝑠𝑥 - 𝐶4 𝑠𝑒𝑛𝑥 𝑦𝑝 ´´ = − 𝐶3 𝑠𝑒𝑛𝑥 - 𝐶4 𝑐𝑜𝑠𝑥



Entonces: 𝑦𝑝 ´´ + 2𝑦𝑝 ´ + 1𝑦𝑝 = − 𝐶3 𝑠𝑒𝑛𝑥 - 𝐶4 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑦𝑝 ´´ + 2𝑦𝑝 ´ + 1𝑦𝑝 = − 2𝐶4 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝐶3 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝐶3 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝐶4 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 2𝐶4 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝐶3 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑠𝑒𝑛𝑥 − 2𝐶4 = 1



𝐶4 = −



1 2



𝐶3 = 0



1



𝑦𝑝 = − 2 cos 𝑥
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Reemplazando los valores de 𝑦ℎ y 𝑦𝑝 , tenemos una ecuación general así: 𝑦 = 𝑦ℎ + 𝑦𝑝 1



Y = 𝐶1 𝑒 −𝑥 + 𝐶2 𝑥𝑒 −𝑥 − 2 cos 𝑥 Con esto sabemos que la ecuación es de segundo grado, lineal y no homogénea, con coeficientes constantes Después de realizar el análisis anterior podemos decir que la respuesta correcta es:



D- Falsa, por ser de segundo grado con coeficientes constantes la ecuación homogénea asociada es m2+2m + 1 = 0 que tiene una única solución real que es m=-1 y por lo tanto su solución da 𝑦ℎ =𝐶1 𝑒 −𝑥 +𝐶2 𝑥𝑒 −𝑥



Ejercicio 3 Para encontrar la solución de una ecuación homogénea asociada diferencial de segundo orden con coeficientes variables se procede sustituir y = x m , y ′ = mx m−1 , y′′ = m(m − 1)x m−2 y luego se encuentran las raíces de la ecuación de segundo grado originada, de tal mane que si dichas raíces son m y n, entonces la solución de la ecuación homogénea es: 𝐲𝐡 = 𝐜𝟏 𝐱 𝐦 + 𝐜𝟐 𝐱 𝐧 , 𝐬𝐢 𝐦 𝐞𝐬 𝐝𝐢𝐬𝐭𝐢𝐧𝐭𝐨 𝐝𝐞 𝐧 𝐲𝐡 = 𝐜𝟏 𝐱 𝐦 + 𝐜𝟐 𝐱 𝐦 𝐥𝐧𝐱, 𝐬𝐢 𝐦 = 𝐧 𝐲𝐡 = 𝐱 ∝ (𝐜𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝛃𝐥𝐧𝐱) + 𝐜𝟐 𝐬𝐞𝐧(��𝐥𝐧𝐱)), 𝐬𝐢 𝐦 𝐲 𝐧 𝐬𝐨𝐧 𝐜𝐨𝐦𝐩𝐥𝐞𝐣𝐨𝐬 𝐝𝐞 𝐟𝐨𝐫𝐦𝐚 ∞ + 𝐢𝛃. Con base en lo anterior, la solución de la ecuación homogénea de la ecuación x2y’’ + xy’ +y=2x es: A. B. C. D.



yh yh yh yh



Solución:



= c1 cos(lnx) + c2 sen(lnx). = c1 x − c2 lnx = c1 + c2 lnx = c1 x + c2 x −1
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Como es una ecuación homogénea la igualamos a cero: x 2 y’’ + xy’ + y = 0 Suponemos la solución: y = x m por lo tanto: y ′ = mx m−1 y ′′ = (m − 1)mx m−2 Sustituimos en la ecuación homogénea: x 2 ∗ [(m − 1)mx m−2 ] + x ∗ mx m−1 + x m = 0 x 2 ∗ [(m − 1)mx m x −2 ] + x ∗ mx m x −1 + x m = 0 (m − 1)mx m + mx m + x m = 0 Luego factorizamos y nos queda la ecuación: x m ∗ [(m − 1)m + m + 1] = 2x x m ∗ (m2 − m + m + 1) = 2x Dividimos en x x m ∗ (m2 − m + m + 1) 2x = 𝑥 𝑥 x m−1 (m2 − 1) = 2 Eliminamos el término x m−1 m2 + 1 = 2 m2 = 2 − 1 m1,2 = √1 m1 = 1 m2 = −1 Solución: La respuesta es la D 𝒚𝒉 = 𝒄𝟏 𝒙 + 𝒄𝟐 𝒙−𝟏 𝐲𝐡 = 𝐜𝟏 𝐱𝐦 + 𝐜𝟐 𝐱𝐧 , 𝐬𝐢 𝐦 𝐞𝐬 𝐝𝐢𝐬𝐭𝐢𝐧𝐭𝐨 𝐝𝐞 𝐧
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Ejercicio 4 La solución de una ecuación diferencial de orden superior con coeficientes constantes de la forma 𝑎2 𝐷 2 𝑦(𝑥) + 𝑎1 𝐷𝑦(𝑥) + 𝑎0 𝑦(𝑥) = 𝑔(𝑥)



Es



𝑦 = 𝑟1 𝑢1 + 𝑟2 𝑢2



En donde 𝑢1 𝑦 𝑢2 𝑠𝑜𝑛 𝑙𝑎𝑠 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛 ℎ𝑜𝑚𝑜𝑔é𝑛𝑒𝑎 𝑎𝑠𝑜𝑐𝑖𝑎𝑑𝑎 𝑦 𝑟1 =



𝑤1 𝑤2 , 𝑟2 = 𝑤 𝑤



Para ello, los wronskianos 𝑢1 𝑤 = |𝑢′ 1



𝑢2 𝑢2′ |,



𝑔(𝑥) 𝑤1 = | ′ 𝑔 (𝑥)



𝑢2 |, 𝑢2′



𝑤3 = |



𝑢1 𝑢1′



𝑔(𝑥) | 𝑔1′ (𝑥)



Con base en lo anterior, la solución de la ecuación 𝑦 ′′ − 5𝑦 ′ + 4𝑦 = 1 es: 1



𝐴. 𝑦 = 𝑐1 𝑒 −4𝑥 + 𝑐2 𝑒 −𝑥 − 12



15



𝐵. 𝑦 = 𝑐1 𝑒 4𝑥 + 𝑐2 𝑒 𝑥 − 12 Esta respuesta es correcta por que los exponentes son positivos de acuerdo a las m.



𝐶. 𝑦 = 𝑐1 𝑥 4 + 𝑐2 𝑥 +



4 3



𝐷. 𝑦 = 𝑐1 𝑥 −4 + 𝑐2 𝑥 −1 −



1 3
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Solución: La ecuación auxiliar es: 𝑚2 − 5𝑚 + 4 = 0 Identificando 𝑚1 𝑦 𝑚2 tenemos: (𝑚1 − 4) (𝑚2 − 1) = 0 Despejando 𝑚1 𝑦 𝑚2 tenemos: 𝑚1 = 0 + 4 𝑚1 = 4



𝑚2 = 0 + 1 𝑚2 = 1



Por ende, la solución general es: 𝑦𝑐 = 𝑐1 𝑒 4𝑥 + 𝑐2 𝑒 𝑥 Hallamos la solución particular: 𝑦𝑝 = 𝐴𝑥 2 + 𝐵𝑥 + 𝐷 Tenemos su primera derivada: 𝑦𝑝´ = 2𝐴𝑥 + 𝐵𝑥 Tenemos su segunda derivada: 𝑦𝑝´´ = 2𝐴
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Entonces analizando los resultados anteriores obtenemos: 4 𝑦𝑝 = 4𝐴𝑥 2 + 4𝐵𝑥 + 4𝐷 −5 𝑦𝑝´ = −10 𝐴𝑥 + 𝐵 𝑦𝑝´´ = 2 𝐴 Resolviendo: 4𝐴𝑥 2 − (𝑎𝐵 − 10𝐴)𝑥 + 2𝐴 + 𝐵 + 4𝐷



Ahora para hallar D: 𝐴=0 𝐵=0 4𝐵 − 10𝐴 = 0 4𝐷 = 1 𝐷=



1 4



La respuesta de éste problema es:



15



B. 𝑦 = 𝑐1 𝑒 4𝑥 + 𝑐2 𝑒 𝑥 − 12
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Ejercicio 5 Para encontrar la solución de una ecuación diferencial de orden superior con coeficientes variables de la 𝑎2 (𝑥)𝐷2 𝑦(𝑥) + 𝑎1 (𝑥)𝐷𝑦(𝑥) + 𝑎0 (𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑔(��).



forma



Se procede



sustituir 𝑦 =



𝑥 𝑚 , 𝑦 ′ = 𝑚𝑥 𝑚−1 , 𝑦 = 𝑚(𝑚 − 1)𝑥 𝑚−2 Para, en primera instancia hallar la solución de su respectiva ecuación homogénea asociada de la forma



𝑦ℎ = 𝑐1 𝑢1 + 𝑐2 𝑢2 Luego, con la ayuda de los wronskianos 𝑢1 𝑤 = |𝑢′ 1



𝑢2 𝑢2′ |,



𝑔(𝑥) 𝑢2 𝑤1 = | ′ |, 𝑔 (𝑥) 𝑢2′



𝑢 𝑤3 = | 1′ 𝑢1



𝑔(𝑥) | 𝑔1′ (𝑥)



Se procede a encontrar la solución particular. Con base en lo anterior, las soluciones homogénea y particular de la ecuación x2y’’ + xy’ = x son: 1. 𝑦ℎ = 𝑐1 + 𝑐2 𝑙𝑛𝑥 2. 𝑦ℎ = 𝑐1 𝑥 − 𝑐2 𝑙𝑛𝑥 1



3. 𝑦𝑝 = 9 𝑥 3 1



4. 𝑦𝑝 = − 9 𝑥 3 Solución: 𝑥 2 𝑦´´ + 𝑥𝑦´ = 𝑥 Solución homogénea: 𝑠𝑒𝑎 𝑦 = 𝑥 𝑟 𝑦´ = 𝑟𝑥 𝑟−1 𝑦´´ = 𝑟(𝑟 − 1) 𝑥 𝑟−2 𝑥 2 ∗ 𝑟(𝑟 − 1)𝑥 𝑟−2 + 𝑥 ∗ 𝑟𝑥 𝑟−1 = 0
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𝑥 𝑟 ∗ 𝑟(𝑟 − 1) + 𝑥 𝑟 ∗ 𝑟 = 0 𝑥 𝑟 (𝑟(𝑟 − 1) + 𝑟) = 0 𝑥 𝑟 (𝑟 2 − 𝑟 + 𝑟) = 0 𝑥𝑟 ∗ 𝑟2 = 0 𝑟=0 𝑦𝑛 = 𝑥 0 (𝐶1 + 𝐶2 ln 𝑥) 𝑦𝑛 = 𝐶1 + 𝐶2 ln 𝑥 Respuesta 1: 𝑢1 = 1



𝑔(𝑥) = 𝑥



𝑢2 = 𝑙𝑛𝑥 Solución particular: Wronskiano: 1 𝑤1 = [ 0



𝑤2 = [



𝑙𝑛𝑥 1 1 ]= 𝑥 𝑥



𝑥



𝑙𝑛𝑥 1 ] = 1 − ln 𝑥 1 𝑥



𝑤3 = [



1 𝑥 ]=1 0 1



Respuesta de 𝑦𝑝 : 𝑦𝑝 = 𝐶1 ∗ 𝑢1 + 𝐶2 ∗ 𝑢2 Aplicando las integrales:
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𝑢1 ∫



𝑢2 ∗ 𝐺(𝑥) 𝑢1 ∗ 𝐺(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑢2 ∫ 𝑑𝑥 𝑤 𝑤



Hallamos el valor de 𝐺 (𝑥) : 𝐺 (𝑥) = 𝑥 Reemplazamos por los valores hallados: 𝑦𝑝 = 1 ∫



𝑙𝑛𝑥 ∗ 𝑥 1∗𝑥 𝑑𝑥 + 𝑙𝑛𝑥 ∫ 𝑑𝑥 1 1 𝑥 𝑥



Resolvemos: 𝑦𝑝 = − ∫ 𝑥 2 𝑙𝑛𝑥 𝑑𝑥 + ln 𝑥 ∫ 𝑥 2 𝑑𝑥 Solucionando la integral: 𝑦𝑝 = ln 𝑥 ∗



𝑥3 𝑙𝑛𝑥 1 − 𝑥3 [ − 2] 3 3 3



Multiplicando términos por 𝑥 3 : 𝑥 3 𝑥 3 𝑙𝑛𝑥 𝑥 3 𝑦𝑝 = 𝑙𝑛𝑥 − + 3 3 9 Eliminamos 𝑙𝑛𝑥



𝑥3 3



−



𝑥 3 𝑙𝑛𝑥 3



y reducimos el termino: 𝑥3 𝑦𝑝 = 9



Por lo tanto la respuesta correcta es la 3.



3.



1 𝑦𝑝 = 𝑥 3 9
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Ejercicio 6 Una ecuación lineal de orden n es de la forma



𝑎𝑛 𝑦 𝑛 (𝑥) + 𝑎𝑛−1 𝑦 𝑛−1 (𝑥) + … + 𝑎1 𝑦´(𝑥) + 𝑎0 𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) esto es, todos los coeficientes son solamente funciones de x y además, la variable y y todas sus derivadas están a la primera potencia. Por otro lado, si la expresión



𝑎𝑛 𝐷𝑛 + 𝑎𝑛−1 𝐷𝑛−1 + … + 𝑎1 𝑦𝐷 + 𝑎0



Es su respectivo Operador diferencial de orden n, entonces, la ecuación diferencial lineal no homogénea puede escribirse simplemente de la forma



𝑃(𝐷)𝑦 = 𝑔(𝑥)



Por lo anterior, de la ecuación diferencial 2y’’ + 5y =senx se puede afirmar que: 1. Es lineal de segundo orden con coeficientes variables 2. El operador diferencial que anula a g(x) es (𝐷2 + 1)(2𝐷2 + 5)𝑦 = 0 3. El operador diferencial que anula a g(x) es (𝐷 − 1)(𝐷2 + 5)𝑦 = 0 4. Es lineal de segundo orden con coeficientes constantes



Solución: 2𝑦´´ + 5 𝑦 = 𝑠𝑒𝑛 𝑥 Entonces: (202 + 5)𝑦 = 𝑠𝑒𝑛𝑥



Solución particular: 𝐾 (𝐷2 + 1) 𝐴 𝑠𝑒𝑛𝑥 = 0
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Aplicamos un operador anulador: (𝐷2 )(2𝐷2 + 5)𝑦 = 0



Entonces sabemos que: 



Lineal.







Orden 2.







Coeficientes constantes.



Por ende la respuesta correcta es la 4. 4. Es lineal de segundo orden con coeficientes constantes



Ejercicio 7 Para encontrar la solución de una ecuación diferencial de orden superior con coeficientes variables de la forma 𝑎2(𝑥)𝐷2𝑦(𝑥)+𝑎1(𝑥)𝐷𝑦(𝑥)+𝑎0(𝑥)𝑦(𝑥)=𝑓(𝑥) se procede sustituir 𝑦 = 𝑥𝑚, 𝑦′= 𝑚𝑥𝑚−1, 𝑦′′ =𝑚(𝑚−1)𝑥𝑚−2 Para, en primera instancia hallar la solución de su respectiva ecuación homogénea asociada de la forma 𝑦ℎ =𝑐1𝑢1+𝑐2 𝑢2



y luego, con la ayuda de los wronskianos 𝑤=|𝑢1𝑢2𝑢1′𝑢2′|, 𝑤1=|(𝑥)𝑢2𝑔′(𝑥)𝑢2′|, 𝑤2=|𝑢1𝑔(𝑥)𝑢1′𝑔1′(𝑥)|



Se procede a encontrar la solución particular. Con base en lo anterior, los Wronskianos w1 y w2 de la ecuación ecuación diferencial: xy’’ - y’ = x son:
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1. W1=2X 2. W1=-X3 3. W2=1 4. W2=X



𝑥𝑦 ′′ − 𝑦 ′ = 𝑥 ′′



𝑥 2𝑦 − 𝑥𝑦 ′ = 0 𝑚(𝑚 − 1)𝑥 𝑚−2 𝑥 2 − 𝑥𝑚𝑥 𝑚−1 = 0 𝑚(𝑚 − 1)𝑥 𝑚 − 𝑥𝑚𝑥 𝑚 = 0 𝑥 𝑚 (𝑚(𝑚 − 1) − 𝑚) = 0 𝑥 𝑚 (𝑚2 − 2𝑚) = 0 𝑚2 − 2𝑚 = 0 𝑚(𝑚 − 2) = 0 𝑚 = 0; 𝑚 = 2 𝑊1 = |1 0 2 𝑊2 = |𝑥 1



𝑥 2 | = 2𝑥 2𝑥 1| = 1 0



Por lo tanto, los wronskianos son: 𝑊1 = 2𝑥 𝑊2 = 1
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Ejercicio 8 La solución particular de la ecuación: 𝑑2 𝑦



𝑑𝑦



3 𝑑𝑥 2 − 11 𝑑𝑥 + 5𝑦 = 0 𝑒𝑠 𝑦 = 𝑐1 𝑒



11+√61 𝑥 6



+ 𝑐2 𝑒



11−√61 𝑥 6



PORQUE su ecuación asociada tiene



raíces imaginarias.



SOLUCION La solución particular de la ecuación diferencial: 3



𝑑2𝑦 𝑑𝑦 − 11 + 5𝑦 = 0 2 𝑑𝑥 𝑑𝑥



Es: 𝑦 = 𝑐1 𝑒



11+√61 𝑥 6



+ 𝑐2 𝑒



11−√61 𝑥 6



-



Por tanto LA AFIRMACIÓN ES UNA PROPOSICION VERDADERA.



-



Ya que la solución particular no contiene raíces imaginarias, es decir no existen radicales negativos (√−1) en ella y adicionalmente este hecho no justifica la solución dada , LA RAZÓN ES UNA PROPOSICIÓN FALSA y no explica la afirmación.



Respuesta: C, la afirmación es VERDADERA, pero la razón es una proposición FALSA.



Ejercicio 9 Un operador anulador para la función 𝑓(𝑥) = 5𝑒 3𝑥 − 6𝑥𝑒 2𝑥 𝑒𝑠 (𝐷 + 3)(𝐷 + 2)2 PORQUE la función f(x) es no lineal SOLUCION a) El operador anulador para la función: 𝑓(𝑥) = 5𝑒 3𝑥 − 6𝑥𝑒 2𝑥 Es: (𝐷 − 3)(𝐷 − 2)2 Por tanto al multiplicarlo por la función original (𝐷 − 3)(𝐷 − 2)2 (5𝑒 3𝑥 − 6𝑥𝑒 2𝑥 ) = 0, esta es anulada. Entonces la AFIRMACION ES UNA PROPOSICION FALSA ya que no es el operador anulador de la función dada. b) La función 𝑓(𝑥) = 5𝑒 3𝑥 − 6𝑥𝑒 2𝑥 no es lineal porque si f(x) = 0, C1= 5 y C2 = -6 son distintos de cero entonces la RAZON ES UNA PROPOSICION VERDADERA. Respuesta: D, la afirmación es FALSA, pero la razón es una proposición VERDADERA.
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Ejercicio 10 La solución del problema de valor inicial 𝑦 ′′ − 3𝑦 ′ − 10𝑦 = 0, 𝑦(0) = 1, 𝑦 ′ (0) = 7 es 2 𝑐2 = −1 PORQUE la solución particular de la ecuación es 𝑦 = 2𝑒 5𝑥 − 𝑒 −2𝑥



Solucion del ejercicio 10: 𝑦´´ − 3𝑦´ − 10𝑦 = 0 Donde: 𝑦(0) = 1



𝑦´(0) = 7



Para hallar los valores de 𝜆: 𝜆2 − 3𝜆 − 10 = 0 (𝜆 − 5)(𝜆 + 2) = 0 𝜆=5 𝜆 = −2 La ecuación general queda: 𝑦 = 𝑐1 𝑒 5𝑡 + 𝑐2 𝑒 −2𝑡 Esta proposición es verdadera. Ahora comprobando la afirmación:



𝑦(0) = 𝐶1 + 𝐶2 = 1 𝑦´(𝑥) = 5𝐶1 𝑒 5𝑥 − 2𝐶2 𝑒 −2𝑥



(1)



𝑐1 =
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𝑦´(0) = 5𝐶1 − 2𝐶2 = 7



(2)



Multiplicando (1) por 2 y resolviendo (1) y (2) queda así: (1)



2 𝐶1 + 2𝐶2 = 2



(2)



5𝐶1 − 2𝐶2 = 7 7𝐶1



=9



𝐶1 = 9/7



Reemplazando el valor de 𝐶1 : 𝐶2 = −



2 7



Entonces los valores de 𝐶1 y 𝐶2 , son diferentes por ende la respuesta es la D:



R / D si la afirmación es FALSA, pero la razón es una proposición VERDADERA.
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Primera actividad Grupal: Problema:



Una persona de 70 kg de masa se lanza en una práctica de bungee jumping. Si en el tiempo t=0 la banda elástica ha cedido 8 metros y la velocidad de ascenso es de 30m/seg, Halle la función x(t) que describe el movimiento libre resultante si se sabe que la banda elástica tiene una constante de elasticidad de 350N/m. Solución



Masa de la persona: 𝑚 = 70 𝐾𝑔 Elasticidad que ha cedido la banda: 𝑋(0) = 8 𝑚 Velocidad de ascenso: 𝑉(0) = 30 𝑚/𝑠 Constante de elasticidad: 𝐾 = 350 𝑁/𝑚



Función que describe el movimiento libre resultante:



𝑥(𝑡) = ? Por ley de Newtón sabemos qué:
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𝑚



𝑑2𝑥 + 𝐾𝑥 = 0 𝑑𝑡 2



Ecuación de la velocidad angular (movimiento armónico simple): 𝐾 𝑤= √ 𝑚 Reemplazando por los valores dados:



𝑤= √



350 𝑁/𝑚 70 𝐾𝑔



Obtenemos: 𝑤 = √5



Reemplazando w en la función de movimiento libre:



𝑥(𝑡) = 𝐶1 cos(√5 𝑡) + 𝐶2 𝑠𝑒𝑛 (√5 𝑡) Cuando t = 0: 𝑥(0) = 𝐶1 ∗ 1 + 𝐶2 ∗ 0



Como la banda elástica ha cedido queda así:
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8𝑚 = 𝐶1 ∗ 1 𝐶1 = 8 𝑚



La velocidad de ascenso:



𝑉(𝑡) = −√5 ∗ 𝐶1 ∗ 𝑠𝑒𝑛(√5 𝑡) + √5 ∗ 𝐶2 cos(√5 𝑡)



Para cuando t = 0: 𝑉(0) = −√5 ∗ 𝐶1 ∗ 0 + √5 ∗ 𝐶2 ∗ 1



Como la velocidad de ascenso es de 30 𝑚/𝑠, entonces:



30 𝑚/𝑠 = −√5 ∗ 𝐶1 ∗ 1 Despejando 𝐶2 : 𝐶2 =



30 √5



𝐶2 = 6 ∗ √5 𝑚/𝑠



Finalmente reemplazando 𝐶1 𝑦 𝐶2 , en la función de movimiento libre obtenemos la siguiente respuesta:



𝑥 (𝑡) = 8 cos(√5 𝑡) + 6 ∗ √5 ∗ 𝑠𝑒𝑛(√5 𝑡)
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Segunda actividad Grupal: 2- Un sistema vibratorio que consiste en una masa unida a un resorte como se muestra en la figura:



Se suelta desde el reposo a



1 2



1



unidades debajo de la posición de equilibrio. La masa es de 5 𝐾𝑔 y 𝑁



la constante elástica es 𝑘 = 2 𝑚. El movimiento es amortiguado (𝛽 = 1,2) y está siendo 𝜋



impulsado por una fuerza periódica externa (𝑇 = 2 𝑠), comenzando en 𝑡 = 0. Dicha fuerza está definida como 𝑓(𝑡) = 5 cos 4𝑡. Para esta situación, procedemos a encontrar la ecuación diferencial que describe el movimiento En los sistemas físicos acelerados la sumatorio de fuerzas se expresa de acuerdo a la formulación de la segunda ley de Newton: ∑ 𝐹 = 𝑚𝑎 De acuerdo al problema planteado se tiene un Movimiento forzado con amortiguamiento. En concordancia con la ley anterior: 𝑑2𝑥 𝑑𝑥 𝑚 2 = −𝑘𝑥 − 𝛽 + 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑡 Donde la aceleración y la velocidad están dadas por 𝑎 =



𝑑2 𝑥 𝑑𝑡 2



y𝑣=



𝑑𝑥 𝑑𝑡
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Transponiendo términos en la ecuación: 𝑑2 𝑥 𝑑𝑥 𝑚 2 +𝛽 + 𝑘𝑥 = 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑡 Y reemplazando los valores dados en esta se tiene:



1 𝑑2 𝑥 𝑑𝑥 + 1,2 + 2𝑥 = 5 cos 4𝑡 5 𝑑𝑡 2 𝑑𝑡



𝑥(0) =



1 2



Equivalente a: 𝑑2𝑥 𝑑𝑥 +4 + 5𝑥 = 25 cos 4𝑡 2 𝑑𝑡 𝑑𝑡 Se hace 𝑓(𝑥) = 0 para convertir la ecuación a una homogénea: 𝑑2𝑥 𝑑𝑥 +4 + 5𝑥 = 0 2 𝑑𝑡 𝑑𝑡 Se escribe la ecuación característica y se resuelve: 𝑚2 + 4𝑚 + 5 = 0 Es lo mismo que decir: 𝑦 ´´ + 4𝑦 ´ + 5 = 0 Ecuación característica: 𝜆2 + 4𝜆 + 5 = 0



𝑥 ´ (0) = 0
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Aplicando la formula cuadrática: 𝜆=



−4 ± √42 − 4 ∗ 1 ∗ 5 2∗1



𝜆=



−4 ± √16 − 20 2



𝜆=



−4 ± √−4 2



−4 ± 2𝑖 = −2 ± 𝑖 2 Solucionándola por fórmula cuadrática se tienen las siguientes soluciones: 𝑚1 = −2 + 𝑖, 𝑚2 = −2 − 𝑖 Cuando las raíces son complejas, la solución se escribe como: 𝑦𝑐 = 𝑒 −2𝑡 (𝐶1 cos 𝑡 + 𝐶2 sin 𝑡) Con el Método de coeficientes indeterminados, se supone una solución particular de la forma: 𝑦𝑝 = 𝐴 cos 4𝑡 + 𝐵 sin 4𝑡 𝑦𝑝 ´ = −4𝐴 sin 4𝑡 + 4𝐵 cos 4𝑡 𝑦𝑝 ´´ = −16𝐴 cos 4𝑡 − 16𝐵 sin 4𝑡 Sustituyendo en la ED 𝑑2𝑥 𝑑𝑥 +4 + 5𝑥 = 0 2 𝑑𝑡 𝑑𝑡 −16𝐴 cos 4𝑡 − 16𝐵 sin 4𝑡 + 4(−4𝐴 sin 4𝑡 + 4𝐵 cos 4 𝑡) + 5(𝐴 cos 4𝑡 + 𝐵 sin 4𝑡) = 25 cos 4𝑡 Operando: −16 𝐴cos 4𝑡 − 16𝐵 sin 4𝑡 − 16𝐴 sin 4𝑡 + 16𝐵 cos 4𝑡 + 5𝐴 cos 4𝑡 + 5𝐵 sin 4𝑡 = 25 cos 4𝑡
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Reuniendo términos semejantes: −11𝐴 cos 4𝑡 − 11𝐵 sin 4𝑡 − 16𝐴 sin 4𝑡 + 16𝐵 cos 4𝑡 = 25 cos 4𝑡



Factorizando: (−11𝐴 + 16𝐵) cos 4𝑡 + (−16𝐴 − 11𝐵) sin 4𝑡 = 25 cos 4𝑡



El sistema de ecuaciones resultante: −11𝐴 + 16𝐵 = 25



(1)



−16𝐴 − 11𝐵 = 0



(2)



Para sustituir multiplicamos (1) por 11 y (2) por 16, así:



176 𝐵 − 121 𝐴 = 275 −176 𝐵 − 256 𝐴 = 0 −377 𝐴 = 275



Dada la ecuación anterior podemos despejar: 𝐴=



−275 377



𝐵=



−16 𝐴 11
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𝐵=



−16 −275 ( ) 11 377



𝐵=



400 377



Se cumple que: 𝐴=−



−275 377



𝑦



𝐵=



400 377



Reescribiendo: 𝑦𝑝 = 𝐴 cos 4𝑡 + 𝐵 sin 4𝑡 𝑦𝑝 = −



275 400 cos 4𝑡 + sin 4𝑡 377 377



La solución sería: 𝑦 = 𝑦𝑐 + 𝑦𝑝 𝑦 = 𝑒 −2𝑡 (𝐶1 cos 𝑡 + 𝐶2 sin 𝑡) −



275 400 cos 4𝑡 + sin 4𝑡 377 377



Haciendo 𝑡 = 0 𝑦(0) = 𝑒 −2(0) [𝐶1 cos(0) + 𝐶2 sin(0)] − 𝑒 (0) [𝐶1 cos(0) + 𝐶2 sin(0)] −



275 400 cos 4(0) + sin 4(0) 377 377



275 400 1 cos(0) + sin(0) = 377 377 2



𝐶1 −



275 1 = 377 2



𝐶1 =



1 275 + 2 377



𝐶1 =



927 754
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Derivando la expresión y haciendo 𝑡 = 0



𝑦 ´ (𝑡) = −2𝑒 −2𝑡 𝐶1 cos(𝑡) − 𝑒 −2𝑡 𝐶1 sin(𝑡) − 2𝑒 −2𝑡 𝐶2 sin(𝑡) + 𝑒 −2𝑡 𝐶2 cos(𝑡) +



1100 1600 sin 4𝑡 + cos 4𝑡 377 377



𝑦 ´ (0) = −2 ∗ 𝐶1 + 𝐶2 + −2 ∗



1600 =0 377



927 1600 + 𝐶2 + =0 754 377



−1854 1600 + 𝐶2 + =0 754 377



𝐶2 =



1854 1600 −673 − = 754 377 377



Por lo tanto, la ecuación de movimiento es:



𝑦 = 𝑒 −2𝑡 (



927 673 275 400 𝑐𝑜𝑠 𝑡 − 𝑠𝑖𝑛 𝑡) − 𝑐𝑜𝑠 4𝑡 + 𝑠𝑖𝑛 4𝑡 754 377 377 377
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CONCLUSIONES  El Desarrollo de este trabajo nos permitió apropiarnos de los conceptos y aplicaciones de la segunda unidad para ser aplicada en contexto de la solución de diversas ecuaciones de segundo orden, mostrándonos que se pueden aplicar en situaciones especiales alo largo de nuestra carrera profesional.  Nos permitió lograr un reconocimiento claro de cada una de las situaciones presentadas, soportadas con el análisis y la apropiación de los conceptos, estructuras y métodos de solución de las ecuaciones diferenciales de orden superior expuestas en el desarrollo de la unidad N° 2.  Se logró consolidar este informe con la integración de los participantes del curso, los cuales con cada uno de sus aportes permitieron este resultado.
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