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Primera actividad Individual: A continuación, se presentan un contexto generalizando la temática de las ecuaciones diferenciales de primer orden, en el que posterior a él, se presentan diez (10) preguntas tipo SABER PRO, de las cuáles cada integrante debe seleccionar dos y seleccionar la respuesta correcta justificándola con todo el procedimiento empleando el método adecuado para llegar a su solución general y/o particular. El estudiante debe garantizar que los ejercicios seleccionados sean diferentes a los de sus compañeros.



ÍTEMS DE SELECCIÓN MÚLTIPLE CON ÚNICA RESPUESTA A continuación, usted encontrará preguntas que se desarrollan en torno a un enunciado, problema o contexto, frente al cual, usted debe seleccionar aquella opción que responda correctamente al ítem planteado entre cuatro identificadas con las letras A, B, C, D. Una vez la seleccione, márquela con un óvalo la que corresponda y justifique la respuesta. Responda las preguntas 1 y 2 con base a la siguiente información. 1. Para resolver la ecuación diferencial de segundo orden, se halla primero la solución de la ecuación diferencial homogénea asociada que se consigue mediante un cambio de variables, dependiendo del tipo de ecuación presentada, esto es, de si es de coeficientes constantes o variables. '' ' x Con la tarea de encontrar la solución a la ecuación y −4 y +4 y=2 e −1 , Un estudiante propone:



A. Resolver la ecuación homogénea asociada, cuya solución da 2



yh



2x 2x = C1 e + C2 x e
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B. Resolver la ecuación homogénea asociada, cuya solución da C. Hacer las sustituciones yh
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yh



−2 x



= C1 e



−2 x



+ C2 xe



y=x m , y ' =mx m −1 , y ' ' =m(m−1) xm −2 y resolver la ecuación homogénea asociada, cuya solución da



2 2 = C1 x + C 2 x



D. Hacer las sustituciones yh
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y=x m , y ' =mxm −1 , y ' '=m(m−1) xm −2 y resolver la ecuación homogénea asociada, cuya solución da



−2 −2 = C1 x + C2 x



Solución d2 ( ) y −4 y+4 y =2 e x −1 2 dx '' ' Una EDO lineal, no homogénea de segundo orden tiene la siguiente forma: ay +by −cy=g ( x ) 2



d ( ) y =2 e x −1 2 dx La solución general para a ( x ) y ’ ’ +b ( x ) y ’+ c ( x ) y =g ( x ) , se puede escribir como Donde la solución para la EDO homogénea es 3



y= y h + y p
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2



d ( ) y =2 e x −1 2 dx y=2 e x −



2



x 2



d2 ( ) x y =2 e 2 dx y=2 e x d2 ( ) y =−1 2 dx y=



−x 2



2



2



x y=2 e − 2 x



Donde la solución general es 4
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y=c1 +c 2 x +2 e x −



Vicerrectoría Académica y de Investigación - VIACI



Programa: Ciencias básicas Código : 100412



2



x 2



2. Para resolver la ecuación diferencial de segundo orden, se halla primero la solución de la ecuación diferencial homogénea asociada que se consigue mediante un cambio de variables, dependiendo del tipo de ecuación presentada, esto es, de si es de coeficientes constantes o variables. '' ' En la intención de resolver la ecuación diferencial y +2 y + y=senx , un estudiante propone hacer las sustituciones



y=x m , y ' =mxm −1 , y ' '=m(m−1) xm −2 y resolver la ecuación homogénea asociada, cuya solución da



yh



−1 = C1 x



−1 + C2 x



. El proceso anterior es: A Verdadero puesto que por ser ecuación no homogénea de segundo orden, primero se debe igualar a cero y al realizar las sustituciones propuestas se obtiene la ecuación m2+ 2m + 1 = 0 cuyas soluciones son m=1 y m=-1 B Verdadero puesto que por ser ecuación no homogénea de segundo orden, primero se debe igualar a cero y al realizar las sustituciones propuestas se obtiene la ecuación m2+2m + 1 = 0 quien tiene una única solución real que es m=-1 C Falsa, por ser de segundo grado con coeficientes constantes la ecuación homogénea asociada es m 2+2m + 1 = 0 que tiene una única x x yh solución real que es m=-1 y por lo tanto su solución da = C1 e + C2 e D Falsa, por ser de segundo grado con coeficientes constantes la ecuación homogénea asociada es m 2+2m + 1 = 0 que tiene una única −x −x yh solución real que es m=-1 y por lo tanto su solución da = C1 e + C2 xe 5
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Solución d2 ( ) d y +2 ( y ) + y=0 2 dx dx y=C 1 e− x + c2 xe−x d2 ( ) d y +2 ( y ) + y=s en ( x ) 2 dx dx y=



−cos ( x ) 2



La solución general y=C 1 e− x + c2 xe−x −



cos ( x ) 2
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Para encontrar la solución de una ecuación homogénea asociada diferencial de segundo orden con coeficientes variables se procede m ' m−1 m−2 sustituir y=x , y =m x , y ' '=m ( m−1 ) x y luego se encuentran las raíces de la ecuación de segundo grado originada, de tal mane que si dichas raíces son m y n, entonces la solución de la ecuación homogénea es: y h=c1 x m+ c 2 x n , si mes distinto de n y h=c1 x m+ c 2 x m lnx , sim=n y h=x ∝ ( c1 cos ( βlnx ) +c 2 sen ( βlnx ) ) , sim y n son complejos de forma ∞+iβ .



Con base en lo anterior, la solución de la ecuación homogénea de la ecuación x2y’’ + xy’ +y=2x es:



A.



y h=c1 cos ( lnx)+ c 2 sen(lnx) .



B.



y h=c1 x−c 2 lnx



C.



y h=c1 +c 2 lnx
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−1



y h=c1 x+ c2 x



Solución Se identifica que es una ecuación diferencial ordinal lineal de segundo orden x ( x y ' ' ( x ) + y ' (x )−2 ) + y ( x ) =0 y ( x )=x ( 2− y ' ( x ) )−x 2 y ´ ´ ( x )



Respuesta de la ecuación diferencial y ( x )=C2 sen ( logx ) +C 1 cos ( log ( x ) ) + x



3. La solución de una ecuación diferencial de orden superior con coeficientes constantes de la forma a2 D2 y ( x )+ a1 Dy ( x ) +a 0 y ( x )=g( x )



Es



y=r 1 u1 +r 2 u 2
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u1 y u2 son las soluciones de la ecuaciónhomogénea asocia da y



Para ello, los wronskianos



| |



w=



u1 u2 u'1 u'2



|



w 1=



,



|



g( x) u2 '



g ( x) u



' 2



,



Con base en lo anterior, la solución de la ecuación A . y =c 1 e−4 x + c 2 e−x −



B . y=c1 e 4 x + c2 e x +



|



w 3=



u1 u



' 1



g(x) '



y '' −5 y ' + 4 y=1 es:



1 12



3 12



C . B . y=c1 e 4 x +c 2 e x −



D . y =c 1 x−4 +c 2 x−1−



|



g 1(x )



15 12



1 3 9



r 1=



w1 w , r 2= 2 w w
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Solución Nos encontramos con una ecuación diferencial no homogénea de segundo orden lineal con coeficientes constantes d2 ( ) d y −5 ( y ) +4 y=1 2 dt dt Encontramos yh resolviendo d2 ( ) d y −5 ( y ) +4 y=0 2 dt dt Donde 4t



y=C 1 e +C2 e



t



Buscando yp d2 ( ) d y −5 ( y ) +4 y=1 2 dt dt Donde y=



1 4 10



Universidad Nacional Abierta y a Distancia – UNAD -



Escuela: Curso:



ECBTI ECUACIONES DIFERENCIALES



Vicerrectoría Académica y de Investigación - VIACI



Programa: Ciencias básicas Código : 100412



La solución general es y=C 1 e4 t +C2 e t +



1 4



Resultado que esta simplificado



ÍTEMS DE SELECCIÓN MÚLTIPLE CON MÚLTIPLE RESPUESTA



Este tipo de preguntas consta de un enunciado, problema o contexto a partir del cual se plantean cuatro opciones numeradas de 1 a 4, usted deberá seleccionar la combinación de dos opciones que responda adecuadamente a la pregunta y marcarla en la hoja de respuesta, de acuerdo con la siguiente información:



Seleccione A si 1 y 2 son correctas. Seleccione B si 1 y 3 son correctas. Seleccione C si 2 y 4 son correctas. Seleccione D si 3 y 4 son correctas. Una vez la seleccione su respuesta, describa el procedimiento que la justifique 11
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4. Para encontrar la solución de una ecuación diferencial de orden superior con coeficientes variables de la forma 2



a2 ( x ) D y ( x ) +a1 ( x ) Dy ( x )+ a0 ( x ) y ( x )=g( x) .



Se procede



sustituir



y=x m , y ' =m x m−1 , y =m ( m−1 ) x m−2



instancia hallar la solución de su respectiva ecuación homogénea asociada de la forma y h=c1 u1+ c 2 u2 Luego, con la ayuda de los wronskianos g( x) u2 u u2 w= 1' w = 1 g' (x) u'2 , u1 u'2 ,



| |



|



|



|



w 3=



|



u1 g( x) u'1 g '1( x )



Se procede a encontrar la solución particular. Con base en lo anterior, las soluciones homogénea y particular de la ecuación x2y’’ + xy’ = x son:



1.



y h=c1 +c 2 lnx



2.



y h=c1 x−c 2 lnx



3.



1 3 y p= x 9 12



Para, en primera
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−1 3 x 9



Solución Nos encontramos con una ecuación diferencial ordinal de segundo orden lineal x ( xy ´ ´ ( x )+ y ' ( x ) ) =x x y ' ' ( x )+ y ' ( x )=1 La solución sería y ( x )=c 1 log ( x )+c 2+x 5. Una ecuación lineal de orden n es de la forma: 13
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n n−1 an y ( x ) +a n−1 y ( x ) +…+ a1 y ´ ( x ) +a0 y ( x )=f ( x )



esto es, todos los coeficientes son solamente funciones de x y además, la variable y y todas sus derivadas están a la primera potencia. Por otro lado, si la expresión



an Dn +a n−1 Dn−1+ …+a 1 yD+a 0



Es su respectivo Operador diferencial de orden n, entonces, la ecuación diferencial lineal no homogénea puede escribirse P ( D ) y=g (x) simplemente de la forma Por lo anterior, de la ecuación diferencial 2y’’ + 5y =senx se puede afirmar que: 1. Es lineal de segundo orden con coeficientes variables 2 2 2. El operador diferencial que anula a g(x) es ( D +1 ) ( 2 D +5 ) y =0 2 3. El operador diferencial que anula a g(x) es ( D−1 ) ( D +5 ) y=0



4. Es lineal de segundo orden con coeficientes constantes



Esta es una ecuación diferencial ordinal de segundo orden lineal



14
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sen ( x ) 5 y ( x ) − 2 2



1 1 2 y' ' ( x )+ 5 y ( x )= i e−ix − ie ix 2 2 Solución de la ecuación y ( x )=c 2 sen



(√ 52 x)+ c cos( √ 52 x )+ senx3 1



6. Para encontrar la solución de una ecuación diferencial de orden superior con coeficientes variables de la forma a2 ( x ) D2 y ( x ) +a1 ( x ) Dy ( x )+ a0 ( x ) y ( x )=f ( x ) se procede sustituir



m



hallar la solución de su respectiva ecuación homogénea asociada de la forma y luego, con la ayuda de los wronskianos



| |



w=



u1 u2 u



' 1



u



' 2



,



|



w 1=



|



g( x) u2 g' (x) u'2



,



|



w 2=



|



u1 g( x) u'1 g '1( x )



Se procede a encontrar la solución particular. 15



'



y=x , y =m x



m−1



, y ' '=m ( m−1 ) x



y h=c1 u1+ c 2 u2



m−2



Para, en primera instancia
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Con base en lo anterior, los Wronskianos w1 y w2 de la ecuación ecuación diferencial: xy’’ - y’ = x son: 1. 2. 3. 4.



w1=2x w1=-x3 w2=1 w2=x ÍTEMS DE ANÁLISIS DE RELACIÓN



Este tipo de ítems consta de dos proposiciones así: una Afirmación y una Razón, unidas por la palabra PORQUE. Usted debe examinar la veracidad de cada proposición y la relación teórica que las une.



Para responder este tipo de ítems, debe leerla completamente y seleccionar su respuesta de acuerdo con la siguiente información Seleccione A si la afirmación y la razón son VERDADERAS y la razón es una explicación CORRECTA de la afirmación. Seleccione B si la afirmación y la razón son VERDADERAS, pero la razón NO es una explicación CORRECTA de la afirmación. Seleccione C si la afirmación es VERDADERA, pero la razón es una proposición FALSA. Seleccione D si la afirmación es FALSA, pero la razón es una proposición VERDADERA.



16
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Recuerde que seleccionada la respuesta debe especificar el procedimiento que la justifique



8



La solución particular de la ecuación



3 y ' ' −11 y ' +5 y=0



es



y=c1 e



11+ √ 61 x 6



+c 2 e



11− √ 61 x 6



PORQUE su ecuación asociada tiene



raíces imaginarias. Respuesta A si la afirmación y la razón son VERDADERAS y la razón es una explicación CORRECTA de la afirmación.



9



3x 2x Un operador anulador para la función f ( x )=5 e −6 x e es



( D+3)( D+2)2 PORQUE la función f(x) es no lineal.



Respuesta C si la afirmación es VERDADERA, pero la razón es una proposición FALSA. 9. La solución del problema de valor inicial particular de la ecuación es



y ' ' −3 y ' −10 y =0, y ( 0 )=1, y ' ( 0 )=12



y=2 e 5 x −e−2 x



Respuesta 17



es



c 1=2 c 2=−1



PORQUE la solución
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Seleccione A si la afirmación y la razón son VERDADERAS y la razón es una explicación CORRECTA de la afirmación. Primera actividad Grupal: Se plantea una situación problema y el grupo de realizar los aportes respectivos en el foro colaborativo con el fin de reconocer las características del problema que se ha planteado y buscar el método de solución más apropiado según las ecuaciones diferenciales de primer orden. Problema: Una persona de 70 kg de masa se lanza en una práctica de bungee jumping. Si en el tiempo t=0 la banda elástica ha cedido 8 metros y la velocidad de ascenso es de 30m/seg, Halle la función x(t) que describe el movimiento libre resultante si se sabe que la banda elástica tiene una constante de elasticidad de 350N/m.



Segunda actividad Grupal: Se presenta un problema junto con su solución, de forma colaborativa deben evaluar y analizar toda la solución a la situación plantea, si consideran que todo el proceso y respuesta se encuentra de manera correcta, deben realizar aportes en cuanto a procedimiento faltante y fórmulas utilizadas, resaltando en otro color los aportes extras a la solución. Si el grupo considera que el proceso y/o respuesta se encuentra incorrecto, deben realizar la observación y corrección al error o errores encontrados resaltando en otro color la corrección y aportes extras a la solución. Situación y solución planteada: 18
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Situación y solución planteada: Un sistema vibratorio que consiste en una masa unida a un resorte como se muestra en la figura



Se suelta desde el reposo a



1 2



unidades debajo de la posición de equilibrio. La masa es de



1 Kg 5



El movimiento es amortiguado ( β=1,2 ¿ y está siendo impulsado por una fuerza periódica externa Dicha fuerza está definida como



y la constante elástica es



(T = π2 s)



k =2



N . m



, comenzando en t=0.



f ( t )=5 cos 4 t . Para esta situación, procedemos a encontrar la ecuación diferencial que describe el



movimiento



19
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En los sistemas físicos acelerados la sumatorio de fuerzas se expresa de acuerdo a la formulación de la segunda ley de Newton: ∑ F=ma De acuerdo al problema planteado se tiene un Movimiento forzado con amortiguamiento. En concordancia con la ley anterior: m



d2 x dx =−kx−β + f (t) 2 dt dt



d2 x Donde la aceleración y la velocidad están dadas por a= dt 2



y



v=



dx dt



Transponiendo términos en la ecuación: m



d2 x dx + β + kx=f (t) 2 dt dt



Y reemplazando los valores dados en esta se tiene: 2



1d x dx 1 +1,2 +2 x=5 cos 4 t x ( 0 )= x´ ( 0 )=0 2 5 dt dt 2



Equivalente a:



d2 x dx + 4 +5 x=25 cos 4 t 2 dt dt 20
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Se hace f ( x )=0 para convertir la ecuación a una homogénea: d2 x dx + 4 +5 x=0 2 dt dt Tenemos que la solución de esta ecuación homogénea es x ( t )=e−2 t ( c 1 cos ) ( t ) + c2 sen (t ) Se escribe la ecuación característica y se resuelve: m2+ 4 m+5=0 Solucionándola por fórmula cuadrática se tienen las siguientes soluciones: Donde se obtiene un binomio al cuadrado 2



m +4 m+5−5=0−5 2



m + 4 m=−5 2



4 =−1 2



()



m2+ 4 m+



21
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Donde



( m+ 2 )2=−1 Se aplica la formula general para las ecuaciones de segundo grado Donde −4+ √ 42−4∗1∗5 m= =−2+i 2∗1 m=



−4−√ 4 2−4∗1∗5 =−2−i 2∗1 m1=−2+ i



,



m2=−2−i



Cuando las raíces son complejas, la solución se escribe como: −2 t



y c =e



( C1 cos t+ C2 sin t )



Con el Método de coeficientes indeterminados, se supone una solución particular de la forma: y p= A cos 4 t+ B sin 4 t



22
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4 t +¿ 4 B cos 4 t ´ y p =−4 A sin ¿ y p´ ´ =−16 A cos 4 t−16 B sin 4 t



Sustituyendo en la ED



d2 x dx + 4 +5 x=0 2 dt dt



−16 A cos 4 t−16 B sin 4 t +4 (−4 A sin 4 t +4 B cos 4 t )+5 ( A cos 4 t +B sin 4 t )=25 cos 4 t Operando: −16 A cos 4 t−16 B sin 4 t−16 A sin 4 t+16 B cos 4 t+5 A cos 4 t+5 B sin 4 t =25 cos 4 t Reuniendo términos semejantes: −11 A cos 4 t−11 B sin 4 t −16 A sin 4 t+16 B cos 4 t=25 cos 4 t



Factorizando:



(−11 A+ 16 B ) cos 4 t+ (−16 A−11B ) sin 4 t=25 cos 4 t El sistema de ecuaciones resultante : 23
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−11 A+ 16 B=25



−16 A−11 B=0 A=



Se cumple que:



y p= A cos 4 t+ B sin 4 t



Reescribiendo: y p=



−25 50 y B= 102 51



−25 50 cos 4 t+ sin 4 t 102 51 y= y c + y p



La solución sería: y=e−2 t ( C 1 cos t +C2 sin t )−



25 50 cos 4 t+ sin 4 t 102 51



Haciendo t=0 −2(0)



y ( 0 )=e



25



50



[ C1 cos (0)+ C2 sin(0)]− 102 cos 4(0)+ 51 sin 4( 0) 24
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1 −2 (0 ) 25 50 =e C 1 cos (0)+C2 sin(0)] − cos 4 (0)+ sin 4 (0) [ 2 102 51 1 25 C1 = + 2 102 C1 =



38 51



Derivando la expresión y haciendo t=0 C2 =



−86 51



Por lo tanto la ecuación de movimiento es:



y=e−2 t



25 50 cos 4 t + sin 4 t ( 3851 cos t− 8651 sin t )− 102 51
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