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FUERZAS Y CARGAS FUERZAS QUE ACTÚAN SOBRE LOS CUERPOS. EXTERNAS E INTERNAS La «Resistencia de materiales» estudia el comportamiento de los distintos órganos de las máquinas y estructuras, atendiendo a su forma, dimensiones y constitución, frente a las cargas externas a que pueden estar sometidos. Toda carga externa provoca en el elemento una deformación progresiva hasta que se establece un equilibrio con las fuerzas internas. Para simplificar el estudio de estos fenómenos suponemos que los cuerpos están formados por pequeñas partículas o moléculas homogéneas sometidas entre sí a esfuerzos de tracción o cohesión iguales. Estas fuerzas internas se admite que se distribuyen uniformemente en toda la sección esto no será cierto de una forma estricta ya que la composición del material no será cierto de una forma estricta ya que la composición del material no será totalmente homogénea, ni la distribución y orientación de los granos cristalinos será la misma. El valor exacto de la fuerza que actúa en cada partícula de la sección transversal es función de la naturaleza y de la orientación de la estructura cristalina en este punto, pero para el conjunto de la sección la hipótesis de una distribución uniforme da una exactitud perfectamente aceptable para los cálculos normalmente requeridos.



En resumen, designamos por: Fuerzas externas, las que actúan exteriormente sobre los cuerpos. Fuerzas internas, las debidas al propio cuerpo, como son las de cohesión.
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FUERZAS Y CARGAS DEFORMACIONES Ya hemos dicho antes que toda fuerza exteriro al actuar sobre un cuerpo le produce una deformación por pequeña que sea. Esta deformación se irá desarrollando hasta que se produzca el equilibrio entre las fuerzas externas e internas. Si el esfuerzo se ha mantenido dentro del límite elástico, al cesar la fuerza externa el cuerpo recuperará su forma primitiva; por el contrario sí se ha sobrepasado dicho límite, al cesar la fuerza el cuerpo sólo recupera una parte de la deformación, la otra queda como deformación permanente.



Al dejar de actuar la fuerza F, el cuerpo recupera su longitud primitiva.



Al dejar de actuar la fuerza F, el cuerpo sólo recupera en parte su longitud primitiva
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FUERZAS Y CARGAS Factores que influyen en la deformación Tres son los factores que fundamentalmente nos determinan la deformación sufrida por un elemento: a) Factor de constitución, depende de la sustancia o sustancias de que esté constituido el cuerpo. Es evidente que no todos los materiales resisten lo mismo. b) Factor de dimensiones, depende del tamaño del cuerpo. Cuanto mayor sea el cuerpo (mayor sección afectada), mayor carga deberemos aplicar para alcanzar la misma deformación. c) Factor de forma, a igualdad de sección varía el comportamiento del elemento según la forma que tenga.



CONCEPTO DE CARGA Llamamos carga a la fuerza exterior que actúa sobre un cuerpo provocándole una deformación. Si esta fuerza exterior tiene una dimensión tal que es capaz de producir el desmoronamiento o disgregación del elemento le llamamos carga de rotura.



TIPOS DE CARGA Por su forma de actuación, las cargas se clasifican en: Constantes, que permanecen invariables en el tiempo. Repetidas, que se aplican un gran número de veces. Esto nos produce el fenómeno llamado fatiga. De choque, son cargas de actuación instantánea y de valor grande (gran intensidad). Concentradas, si actúan sobre un determinado punto. Repartidas, si se distribuyen sobre una superficie.



FUNDACIÓ ASCAMM



CENTRE TECNOLÒGIC



4



R RE ES S II S ST TE EN NC C II A A



D DE E



M MA AT TE ER R II A AL LE ES S



ÍNDICE



2



FUERZAS Y CARGAS ESFUERZOS A QUE ESTÁN SOMETIDOS LOS MATERIALES GRÁFICOS DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES TRACCIÓN COMPRESIÓN CIZALLADURA MOMENTO DE INERCIA FLEXIÓN TORSIÓN ESFUERZOS COMPUESTOS



FUNDACIÓ ASCAMM



CENTRE TECNOLÒGIC



5



R RE ES S II S ST TE EN NC C II A A



D DE E



M MA AT TE ER R II A AL LE ES S



ESFUERZOS A QUE ESTÁN SOMETIDOS LOS MATERIALES CLASIFICACIÓN Según la forma con que actúan las fuerzas sobre un cuerpo, distinguimos los siguientes casos: a) b) c) d) e) f)



Tracción Compresión Corte o cizalladura Flexión Torsión Esfuerzos compuestos



Seguidamente se detalla cada uno de ellos.



ESFUERZO DE TRACCIÓN Un cuerpo está sometido a un esfuerzo de tracción, cuando dicho esfuerzo F tiende a estirarlo según la dirección en que actúa el esfuerzo. Las fuerzas de cohesión de las moléculas son las que se oponen al esfuerzo de tracción. Si la fuerza F va aumentando llegará un momento que vencerá a las de cohesión produciéndose la rotura del cuerpo. F k= S k = carga unitaria de tracción F = fuerza aplicada S = sección normal



ESFUERZO DE COMPRESIÓN Decimos que un cuerpo trabaja a compresión cuando actúan sobre él una o varias cargas que tienden a acortarlo en la dirección del eje de la carga.
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ESFUERZOS A QUE ESTÁN SOMETIDOS LOS MATERIALES F k = S k = carga unitaria de tracción F = fuerza aplicada S = sección normal



ESFUERZO DE CORTE O CIZALLADURA Definimos como esfuerzo de corte cuando las cargas tienden a hacer deslizar una sección del cuerpo sobre otra contigua. Un remache que une dos tirantes, como en la figura, está sometido a un esfuerzo de este tipo.



ESFUERZO DE FLEXIÓN Decimos que un cuerpo trabaja a flexión cuando está sometido a unos esfuerzos que tienden a doblarlo. Una viga empotrada por un extremo y una carga en el otro (tal como se indica en la figura) soporta un esfuerzo de flexión. Una barra apoyada por sus extremos (ver figura adjunta), con una carga F en medio soporta un esfuerzo de flexión.
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ESFUERZOS A QUE ESTÁN SOMETIDOS LOS MATERIALES ESFUERZO DE TORSIÓN Consideramos que un cuerpo está sometido a un esfuerzo de torsión cuando éste tiende a que dos secciones transversales contiguas de dicho cuerpo resbalen una sobre la otra girando en su plano alrededor de su eje longitudinal.



ESFUERZOS COMPUESTOS Es el caso de cuando actúan simultáneamente dos o más esfuerzos de los mencionados anteriormente, sobre el cuerpo.
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GRÁFICOS DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES DIAGRAMA DE TRACCIÓN Tomamos una probeta de cierto material y la sometemos a un esfuerzo de tracción F que puede ir aumentando lentamente. Consecuentemente la probeta se va alargando, cada vez más al ir aumentando F. Existe una relación entre el valor de los distintos esfuerzos F que se ejercen y las deformaciones L (alargamientos en este caso) que se producen. Estas relaciones entre esfuerzos y deformaciones se expresan mediante el gráfico llamado Diagrama de Tracción. En el eje de abcisas de este gráfico representamos las deformaciones unitarias, o sea, alargamiento experimentado por unidad de longitud de la probeta; generalmente las unidades empleadas son mm/mm. Sobre el eje de ordenadas representamos cargas unitarias, o sea, fuerza actuante por unidad de sección de la probeta. Se expresa por kg/mm2.



Los gráficos obtenidos, generalmente presentan el aspecto del que se indica en la figura.
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GRÁFICOS DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES



0A =



Período elástico. En él las deformaciones son proporcionales a las cargas.



ABC =



Período plástico. No sigue la proporcionalidad. A pequeño aumento de carga hay gran deformación.



A partir del punto B la deformación se realiza incluso con cargas inferiores. El punto A nos da el límite elástico. El punto B nos da la carga de rotura.



ELASTICIDAD. INTENSIDAD DEL ESFUERZO. LEY DE HOOKE En el gráfico del punto anterior hemos visto que existe una primera zona llamada período elástico en que las deformaciones son proporcionales a las cargas. Dentro de este período, cuando la fuerza que se ejerce sobre la probeta deja de actuar, ésta vuelve a su longitud primitiva. También dentro del período elástico, al aumentar la intensidad del esfuerzo, aumenta proporcionalmente la deformación. Este fenómeno tiene un límite, el punto A en el gráfico. El inglés Hooke realizó estudios y ensayos sobre este comportamiento de los materiales, descubriendo esta proporcionalidad, por lo que se le ha llamado a este fenómeno Ley de Hooke.
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GRÁFICOS DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES MÓDULO DE ELASTICIDAD O DE YOUNG Por lo que acabamos de decir, en la zona elástica de un material al dividiar cualquier valor de la carga unitaria f por la deformación unitaria d correspondiente, nos da una constante característica de cada material que se denomina módulo elástico o módulo de Young. Se representa por la letra E. f2



f1 f= d



= d1



= Cte. = E



(1)



d2



Hemos definido anteriormente como carga unitaria a: F f =



(2) S



y como deformación unitaria a l d=



(3) L
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GRÁFICOS DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES sustituyendo estos valroes en la ecuación (1) obtenemos F S



f E =



= d



FL o sea



E=



l L



(4) Sl



F = carga a que se somete la probeta (Kg) L = longitud primitiva de la probeta (mm) S = sección normal de la probeta (mm2) l = alargamiento experimentado (mm) E = módulo de Young (Kg/mm2). Valor característico para cada material. A continuación se indica en la tabla algunos valores características del módulo elástico.



kg Módulo elástico en mm2 tracción y compresión Hierro soldado Acero dulce Fundición Bronce fosforoso Aluminio



cizalladura



20.000 21.000 10.000 10.000 6.700



5.000 8.100 3.500 4.000 2.600



LÍMITE DE ELASTICIDAD La ley de Hooke se cumple para cada material hasta un cierto valor de carga unitaria.
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GRÁFICOS DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES A partir de este valor la deformación va creciendo más rápidamente. Además, si en estas condiciones deja de ejercerse la fuerza F, la probeta recupera solamente en parte su longitud primitiva: experimenta pues una deformación permanente. La recuperación se efectúa según la línea de puntos MN. Un material sometido sucesivas veces a cargas superiores al límite elástico, irá sufriendo sucesivas deformaciones permanentes, lo que nos producirá un repetido estrechamiento de la sección normal, alcanzándose rápidamente la rotura.



Valores de límite elástico para algunos materiales kg Límite de elasticidad tracción Hierro soldado Acero dulce Madera de encina Madera de haya



15 20 4,75 5,80



mm2 compresión 15 20 1,5 1



CARGA DE ROTURA Si seguimos, en el ensayo inicial, aumentando la carga unitaria alcanzaremos el valor mínimo correspondiente al punto B para el que se produce la rotura de la probeta.
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GRÁFICOS DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES Seguidamente se dan algunos valores de cargas de rotura características:



kg Cargas de rotura en mm2 tracción Hierro soldado Fundición Madera de encina Madera de haya Madera de pino



compresión



38 15 10 13,4 7,9



corte



38 75 3,5 3,2 2,08



flexión



35 15 6,75 0,85 0,45



30 25 6 6,7 4,7



CARGA DE TRABAJO Es la carga unitaria máxima a que puede someterse un cuerpo para que nos ofrezca determinadas garantías de duración y comportamiento. Se comprende que estos valores variarán con el material, su forma, tipos de carga y esfuerzos. Generalmente son inferiores al ímite elástico y siempre inferiores a la carga de rotura. Estas cargas de trabajo se expresan en Kg/mm2. En el cuadro adjunto se dan algunos valores para cargas constantes.



kg cargas de trabajo



Hierro soldado Acero dulce Acero semiduro Acero moldeado Fundición



tracción



compresión



9 12 15 9 3



9 12 15 12 9
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GRÁFICOS DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES COEFICIENTE DE SEGURIDAD Es la relación existente entre la carga de rotura y la de trabajo. Es un número sin dimensiones. e = coeficiente de seguridad



kr =e



(5)



kt



kr = carga de rotura kt = carga de trabajo



Nos da idea del número de veces que se precisará aumentar el esfuerzo para alcanzar la rotura. Evidentemente, cuanto mayor es el número e que se forma como coeficiente menos peligro hay que la pieza se rompa. La elección del coeficiente de seguridad se basa en el bueno juicio y la experiencia del proyectista. A veces se especifican en los reglamentos de la construcción valores de determinados coeficientes de seguridad. Peso de la barra P = peso de la barra P=S.Ld



(7)



S = sección L = longitud d = peso específico



En este caso la carga unitaria de trabajo viene dada por: P k



=



S.L.d =



S



Ls S



kt = L d



(8)



Para el caso de rotura kr = Lr d



(9)
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GRÁFICOS DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES Las L de ambas fórmulas son distintas: En (8), L es la máxima longitud de la barra sin sobrepasar la carga de trabajo establecida. En (9), Lr es la mínima longitud de la barra para la que se produce la rotura de la misma. Caso de estar sometida a una carga F y soportar el propio peso. Para una barra de sección uniforme la sección peligrosa es la de empotramiento, y soportará la carga unitaria siguiente: P+F kt



=



SLd



+



F



=



=



S



S



F = Ld + S F kt = L d +



(10) S
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TRACCIÓN DEFINICIÓN Y ECUACIÓN El caso más sencillo que puede considerarse es el de una barra inicialmente recta, de sección constante, sometida en sus extremos a dos fuerzas colineales dirigidas en sentidos opuestos y que actúa en el centro de las secciones. Para que exista equilibrio estático, las magnitudes de las fuerzas deben ser iguales y dirigidas en sentido que se alejen de la barra.



Bajo la acción de estas dos fuerzas alicadas se originan otras fuerzas internas dentro de la barra. La distribución de la fuerza F sobre toda la sección S se suele admitir que es uniforme en toda la sección. Esta distribución probablemente no se dará nunca exactamente, a consecuencia de la orientación caprichosa de los granos cristalinos de que está compuesta la barra; el valor exacto de la fuerza que actúa en cada elemento de la sección transversal es función de la naturaleza y orientación de la estructura cristalina en este punto, pero para el conjunto de la sección la hipótesis de una distribución uniforme de una exactitud aceptable para los cálculos. Por lo que acabamos de decir se cumple la siguiente relación: F = fuerza aplicada F



S = Sección = k



(6)



k = carga unitaria



S



CASOS PARTICULARES a) Cuando solamente se tiene en cuenta el propio peso. Para una barra de sección uniforme, la sección peligrosa (o sea, la sección que resiste mayor esfuerzo y por tanto por donde se producuría la rotura), es la de empotramiento. Despejando la sección S obtenemos: F S =



(11) kt - L d FUNDACIÓ ASCAMM
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TRACCIÓN Y para el caso de rotura: F Sr



=



(12) kr - Lr d



En estos casos en que tiene importancia el propio peso, se comprende que la carga unitaria va disminuyendo a medida que nos alejamos de la sección de empotramiento.



Entonces puede ser interesante, a veces, proyectar de un perfil que nos permita ahorrar material. Veamos los dos valores extremos que se nos presentan: 1º) en el empotramiento F S1



= kt - L d



2º) en el extremo inferior. Este no tiene que soportar nada del propio peso, luego L d = 0, o sea: F S2



= kt



Resultando que S1 > S2
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TRACCIÓN Entonces la barra puede construirse de forma que su sección vaya disminuyendo en distinta forma según los casos, tal como se indica en los siguiente dibujos.



CABLES. CARGA DE ROTURA Normalmente, los cables metálicos están constituidos por cordones formados de un cierto número de alambres cuyo diámetro oscila entre 0,5 y 2 milímetros. El número total de alambres suele oscilar entre 36 y 114 para los más rígidos y de 90 a 252 para los más flexibles. En el cálculo de los calbes se debe tener en cuenta la circunstancia de que además de soportar el peso que sujetan, debe considerarse el propio peso del cable y que sufren también un esfuerzo suplementario de flexión debido al arrollamiento del cable en el tambor. Se acostumbra a denominar los cables por el número de cordones que tienen y el número de alambres de cada cordón (estos dos datos separados por el signo x), también se expresa en último lugar el número de almas que pueden llevar (separado del resto por el signo +).



En los cables se pueden distinguir tres tipos de cargas de rotura, según se haya partido para los cálculos: a) carga de rotura averiguada. Es la carga de rotura de todos los alambres (suma de las cargas de rotura de cada uno de ellos b) carga de rotura calculada se obtiene calculando lo que puede resistir unitariamente cada alambre y se multiplica por la sección total del cable c) carga de rotura real, se averigua sometiendo el cable a un ensayo de rotura a la tracción. Este último es evidentemente el de mayor garantía. FUNDACIÓ ASCAMM
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TRACCIÓN Cálculo de cables En el tema anterior se ha dicho que era preciso tener en cuenta la existencia de una tensión suplementaria motivada por el arrollamiento del cable sobre la polea o tambor. Dicha tensíon suplementaria ha sido estudiada experimentalmente, pudiendo considerársela como un esfuerzo de tracción que deberá sumarse a los otros términos (propio peso y carga aplicada). Según cálculos de Bach, vale 4.000 d ks =



(13) r



ks = tensión suplementaria debida a la flexión en kg/mm2 d = diámetro del alambre en mm r = radio de la polea o tambor en mm Sumando este término a la ecuación (10) obtenemos: F kt = L d +



4000 d +



S



r



Como d es el diámetro de un alambre, su sección será pd2 , que multiplicando por n (nº de alambres que 4 tiene el cable), obtenemos la sección del cable. n p d2 S =



sustituimos



4



F + 4000 d kt = L d + n p d2 r 4 Despejamos n 4F n =



(14) 4000 . d



p d2 (kt - L d -



) r
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TRACCIÓN Ecuación que nos permite calcular el número de alambres que deberá tener un cable, conocidos su diámetro, longitud, peso, carga de trabajo del material y radio de la polea. En el caso de que no se tenga en cuenta el propio peso, el término L s se hace cero. Y si no se ha de tener en cuenta la tensión suplementaria de arrollamiento, r pasa a valer —infinito—, con lo que el término 4000 d r es igual a cero.



Coeficiente de seguridad Para cálculos de cables en medios de elevación, los coeficientes de seguridad que suelen tomarse los siguientes: e = 10 para ascensores e = 6 para montacargas No obstante, tanto para estos coeficientes como para los de resistencia, es preciso consultar los catálogos de las casas constructoras y atenerse a los datos consignados en los mismos.



ALARGAMIENTOS Estudiaremos en primero lugar el caso de alargamiento de una barra prismática sometida a tracción por su propio peso. Para una sección cualquiera S’ el esfuerzo que soporta es el debido a la parte de barra por debajo de dicha sección, o sea: P=xSd d = peso específico Por otro lado, sabemos que el alargamiento es igual a LF l = SE
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TRACCIÓN El alargamiento sufrido por la sección S’ debido al peso P será dx . x . S d



d



d.l =



= SE



x dx E



luego el alargamiento total de la barra será L



d



ò



l =



d x . dx =



E



o



E



x2



[] 2



L



d L2 = 2E



o



o sea d L2 lp =



(15) 2E



Si la barra, además, soporta una carga a tracción F, tendremos que el alargamiento total será: lt = lF + lp y como LF lF = ES sustituimos LF



s L2



lt =



+ ES



2E



y operando resulta



(



LSd



F + 2



lt =



)



L (16)



ES En el caso de cables de cierta longitud cabe considerar en el cálculo, además de la carga que soportan, el propio peso del cable. FUNDACIÓ ASCAMM
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COMPRESIÓN DEFINICIÓN Y ECUACIÓN El esfuerzo de compresión viene a ser como el contrario del de tracción, ya que las fuerzas actúan tendiendo a juntar las moléculas del cuerpo en el sentido que actúan estas fuerzas. Luego el cuerpo bajo un esfuerzo de compresión tiende a acortarse.



Cuando se trata de piezas cortas, o sea, de poca longitud (en la dirección en que actúan las fuerzas), la ecuación de la compresión es similar a la de tracción F k =



(17) S



En la que: k = es la carga unitaria a la compresión F = es la carga total S = es la sección normal



COLUMNAS MACIZAS Y HUECAS A una barra larga, delgada, sometida a compresión axial se le llama soporte, columna o pilar. El fallo de un soporte se produce por pandeo, que es una flexión lateral de la barra. Las columnas macizas apenas se emplean, pues a igual sección o peso por metro lineal tienen menor resistencia, por ser menos su momento de inercia. Para calcular la carga unitaria de trabajo más conveniente existen varias fórmulas, siendo una de las más difundidas en manuales y formularios, la de Lowe: 1.250 kt =



1,45 + 0,00337 ( L )2 D
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COMPRESIÓN Esta fórmula es indicada cuando la columna es de fundición: L = altura de la columna D = diámetro exterior de la misma L D



Por la ecuación de Lowe se deduce que interesa que la relación



sea lo menos posible.



De aquí se deduce la ventaja de las columnas huecas ya que a igualdad de sección llena se gana en diámetro exterior.



p 21 S =



p 52 = 7,0686



S =



p 42 =



4



= 19,6350 - 12,5664 = 7,0686



4



4



Ejemplo numérico de dos secciones llenas iguales (S = 7,0686), y con diámetro exterior mayor para la columna hueca. De ello se ve fácilmente la ventaja al aplicarlo al coeficiente ( L )2 D El valor kt que obtenemos, multiplicando por la sección S de la columna nos da la carga máxima que puede soportar dicha columna. F = kt S Normalmente el espesor de la pared de las columnas huecas viene determinado por las disponibilidades del mercado ya normalizadas; no obstante, indicaremos a continuación los valores más convenientes: Altura de la columna L (en metros) Espesor de la pared (en mm)



2a3



3a4



4a6



6a8



12



15



20



25
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COMPRESIÓN Las columnas constan de un pedestal o base, ensanchada para el apoyo, fuste o cuerpo central, cuyo diámetro y sección son los que se calculan, y el capitel o parte superior donde actúa la carga. Para columnas de hierro se emplea la fórmula siguiente: 600 kt =



(19)



1,55 + 0,0005 ( L )2 D



PANDEO. DISPOSICIONES PARA EVITARLO La carga crítica de una barra larga, delgada, sometida a compresión axial, es el valor de la fuerza axial suficiente para que la barra adopte una forma ligeramente flexada. La relación entre la longitud de un soporte y el radio de giro de la sección se llama esbeltez de la barra. Si el soporte tiene libertad de giro en ambos extremos, el pandeo se produce respecto al eje para el cual es mínimo el radio de giro. La esbeltez viene, pues, determinada por la relación L



l =



(20)



r



l = esbeltez L = longitud de la columna



r = radio de giro de la sección Para el cálculo de esfuerzo al pandeo se acostumbran a utilizar las fórmulas de Euler. Su expresión general es



a p2 E I F =



(21) e L2



FUNDACIÓ ASCAMM



CENTRE TECNOLÒGIC



28



R RE ES S II S ST TE EN NC C II A A



D DE E



M MA AT TE ER R II A AL LE ES S



COMPRESIÓN F = carga máxima que puede soportar con seguridad



a = coeficiente según forma de apoyo E = módulo elástico I = momento mínimo de inercia de la sección transversal e = coeficiente de seguridad L = longitud de la columna Respecto a los radios de giro y momentos de inercia se tratará más adelante con detalle. A continuación se dan algunos valores de los mismos para secciones corrientes: SECCIONES



radio de giro



momento de inercia



El coeficiente x depende de la forma en que está apoyada la columna, dando lugar a los siguientes casos: 1º)



Un extremo empotrado y el otro libre 1 a = 4 sustituimos a la fórmula general 1 2 p E I 4



F =



(22)



e L2 operando 2,5 E I F =



(23) e L2 FUNDACIÓ ASCAMM
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COMPRESIÓN 2º)



Barra libre por sus dos extremos, pero guiados



a=1 sustituyendo resulta 10 E I F=



(23) e L2



3º)



Barra empotrada por un extremo y libre, pero guiado por el otro



a=2 sustituyendo resulta 20 E I F=



(24) e L2



4º)



Barra empotrada por ambos extremos



a=4 sustituyendo y operando resulta 40 E I F=



(25) e L2



A continuación se indican las secciones peligrosas en cada uno de estos cuatro casos.
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COMPRESIÓN En todas estas fórmulas, I es el momento mínimo de inercia y es igual a I = S r2 siendo: S = la sección transversal r = el radio de giro Sustituyendo en (21) obtenemos: a p2 E S r2 F= e L2 o bien a p2 E r2



F kt =



= S



(26) e L2



O sea, que expresada la fórmula en función del radio de giro obtenemos directamente la carga de trabajo unitaria máxima admisible. Debe tenerse precaución al aplicar estas fórmulas, ya que el valor de kt resultante tiene un límite máximo que no podemos sobrepasar, que es el que nos viene determinado por: F kc = S siendo: kc = carga de trabajo a la compresión admisible para el material en cuestión.
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COMPRESIÓN A partir del punto A y por la fórmula (26) parece que al disminuir L podemos seguir aumentando kt, cosa que no es posible, ya que por otro lado sobrepasamos kc. Dicho de otra forma, la esbeltez de la columna nos lo permite pero no el límite de carga del material. Siempre que nos mantengamos dentro de la zona rayada la columna soportará perfectamente y con suficiente garantía la carga. Donde se cortan las dos curvas, nos da el caso en que el pandeo y la compresión requieren la misma carga unitaria. Este punto es límite de sistema de cálculo y ocurre que a p2 E r2 = kc e L2 operamos L2



ap2 E



r2



a p2 E



L



=



= e kc



Redordemso que a l =



r L r



e kc



le hemos llamado esbeltez.



Por lo dicho antes:



a p2 E Si l > e kc estamos a la derecha del punto A, luego los cálculos hay que hacerlos por pandeo.



a p2 E Si l < e kc



estamos a la izquierda del punto A, y los cálculos los haremos por simple compresión.
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CIZALLADURA DEFINICIÓN Y ECUACIÓN Es la resistencia que oponen los cuerpos a ser cortados, o sea, a separarse en dos partes según una sección plana. También puede definirse como la resistencia que opone un cuerpo al deslizamiento tangencial de las dos partes en contacto de una sección plana del mismo.



Este tipo de esfuerzo se presenta en el corte de chapas o perfiles laminados mediante máquinas llamadas tijeras o cizallas, también se presenta en las cartelas que unen las barras de una celosía, en remaches, en tonrillos y en cordones laterales de soldadura. También se debe tener en cuenta en el punzonado. La fórmula fundamental para el corte o cizalladura es: F = kz S



(27)



F = fuerza aplicada kz = carga unitaria a cizalladura S = sección a considerar Para esta sección S debe tomarse aquella que sufre realmente el esfuerzo. Ejemplos:
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CIZALLADURA



CASOS PARTICULARES



Roblones Los roblones o remaches son vástagos cilíndricos de material dulce terminados en una cabeza en forma de casquete esférico. Se introduce en los taladros de dos o más piezas que se pretenden unir y seguidamente se aplasta la parte de vástago sobresaliente para formar la otra cabeza.



El remache puede presentar una o más secciones resistentes al esfuerzo de cortadura.
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CIZALLADURA En el caso simple, la sección a considerar es:



p d2 S = 4 En el caso doble, será 2 p d2



p d2



S =



= 4



2



Por tanto, el esfuerzo que un remache puede aguantar será: Cortadura simple



p d2 F = kz



(28) 4



Cortadura doble



p d2 F = kz



(29) 2



En la unión de dos o más elementos mediante roblonado se calcula de modo que el conjunto de los remaches que forman la costura sea capaz de resistir a cortadura el esfuerzo que tiende a hacer deslizar las piezas. Estas uniones pueden realizarse por solape —casos (a) y (b)—, por superposición de una pieza sobre otra y con una o varias filas de remaches. También pueden unirse a tope mediante el empleo de cubrejuntas —casos (c) y (d)—.
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CIZALLADURA



Al proyectar estas uniones, siempre debe procurarse que la resultante de las fuerzas que una costura ha de aguantar pase por el centro de gravedad de la misma y así este esfuerzo se reparte por igual en todos los remaches. La distancia t entre centros de remaches ha de ser como mínimo 3 veces el diámetro del remache t>3d El diámetro del taladro debe estar comprendido entre 1,2 y 2,2 veces el espesor de la chapa d »2 e



Cadenas de eslabones Las cadenas de eslabones que se emplean corrientemente para elevar cargas están hechas de eslabones de hierro forjado de sección circular. Estos elementos soportan principalmente dos tipos de cargas: esfuerzos de tracción y esfuerzos de cizalladura.
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CIZALLADURA



En el primero de ellos se supone que la carga de tracción se reparte por igual en los dos lados del eslabón, or tanto, la sección a considerar será el doble.



p d2 S =



2



p d2 =



4



2



entonces, suponiendo: kt = carga de trabajo admisible a tracción tendremos el esfuerzo máximo para la cadena



p d2 F = S kt =



kt



(30)



2 Si consideramos el esfuerzo constante, la sección afectada es:



p d2 S



= 4



y el esfuerzo máximo a cizalladura será:



p d2 F =



kz



(31)



4 En muchos casos es preciso tener en cuenta el peso propio de la cadena. Para ello se puede tomar como peso medio por metro de cadena el siguiente: p = 0,024 d2 kg/m
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CIZALLADURA Cadenas Galle Las cadenas Galle están constituidas por eslabones de placas articuladas por pasadores roblonados en sus extremidades. Siendo: e = espesor de la placa b = anchura menor La sección S a considerar para el cálculo a tracción será S=2eb Puede ser que la sección transversal que pasa por el centro del agujero sea menor que b; en este caso ésta será la sección peligrosa y los cálculos se realizarán con ella. Según la magnitud de los esfuerzos que deban transmitir las cadenas Galle pueden constar de 2, 4, 6 u 8 placas por pasador. La distancia entre agujeros es función del diámetro y número de dientes del piñón.



Pernos Los pernos se emplean como elemento de unión desmontables. En los cálculos hay que tener en cuenta que trabajan a tracción y cortadura, principalmente. Además, el el momento de apretar se someten a un esfuerzo de torsión. Las dimensiones de los pernos y sus elementos auxiliares guardan relación con el diámetro exterior d. El cálculo teórico de la altura de la cabeza y de la tuerca es fácil con sólo igualar la resistencia a tracción del núcleo, a lo que aguante a esfuerzo cortante la cabeza en la superficie cilíndrica por donde se une al vástago. El diámetro del perno se debe calcular a tracción, pero teniendo en cuenta que la sección a emplear para el cálculo es inferior a lanominal, que es la que corresponde al diámetro entre los pies de los dientes. La altura de la cabeza y de la tuerca se calcula a cizalladura. FUNDACIÓ ASCAMM
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MOMENTO DE INERCIA CONCEPTO Se define como momento de inercia de un sistema respecto de un eje situado en su plano, como la suma de los productos de las masas de cada punto por los cuadrados de las respectivas distancias al eje. Jx = m1d12 + m2d22 + m3d32 + m4d42 ... El momento de inercia de una masa puntual depende únicamente de la masa y de su distancia al eje, pero no de su posición angular. Así, cualquiera de las tres disposiciones de la figura tienen el mismo momento de inercia, es decir: J = m1d12 + m2d22



Partiendo de la propia definición de momento de inercia se deduce de inmediato que en el sistema técnico en unidades técnicas de masa por metro cuadrado; en el sistema mks, en kilogramos por metro al cuadrado y en el sistema cgs, en gramos por centrímetro al cuadrado. O sea, que una masa puntual de 1 kg situada a 1m del eje, tiene un momento de inercia de 1 kg/m2. Conviene aclarar que el momento de inercia de un cuerpo, a diferencia de la masa, no es una propiedad característica del cuerpo, sino que depende de la posición del eje respecto al cual se calcula.



MOMENTO DE INERCIA DE UN PUNTO Y UNA SUPERFICIE El momento de inercia de un punto co respecto a un eje, es el producto de la masa del punto por el cuadrado de su distancia al eje. Jx = m d2
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MOMENTO DE INERCIA El momento de inercia de una superficie elemental con respecto a un eje, es el producto del área de dicha superficie elemental por el cuadrado de su distancia al eje. Jx = s d2



El momento de inercia de una superficie con respecto a un eje, es la suma de los momentos de todas sus superficies elementales respecto a dicho eje. Jx = s1d12 + s2d22 + s3d32 + s4d42 + s5d52 + s6d62 + s7d72 + ... etc. lo que se expresa abreviadamente así: Jx = S s d2



EJES DE MOMENTOS En principio se pueden tomar momentos respecto a cualquier eje, tanto si es exterior o interior a la superficie en cuestión; no obstante, debemos considerar algunos casos particulares. Llamaremos eje coplanario al situado sobre el plano que contiene a la superficie considerada. Cuando el eje no es coplanario cabe destacar el caso de que sea perpendicular al plano, entonces el momento resultante recibe el nombre de momento polar. Cuando el eje es coplanario y pasa por el centro de gravedad de la superficie considerada, se le denomina eje principal de inercia, y al momento resultante, momento mínimo de inercia Jg.
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MOMENTO DE INERCIA En determinadas circunstancias el eje principal de inercia recibe el nombre de eje neutro.



TEOREMAS FUNDAMENTALES a) El momento de inercia de una superficie con respecto a un eje contenido en su plano es igual al momento de inercia respecto a un eje principal paralelo al anterior más el producto del área total de la superficie por el cuadrado de la distancia entre los dos ejes.



Jx = Jg + Sd2



El producto Sd2 es siempre positivo, luego el mínimo valor de Jx corresponderá al caso de que S d2 = 0, con lo que Jx = Jg. b) El momento polar de una superficie es igual a la suma de los momentos con respecto a dos ejes rectangulares cualquiera contenidos en su plano y que se cortan en el punto en que ej eje z corta el plano. Jz = Jx + Jy



FUNDACIÓ ASCAMM



CENTRE TECNOLÒGIC



43



R RE ES S II S ST TE EN NC C II A A



D DE E



M MA AT TE ER R II A AL LE ES S



MOMENTO DE INERCIA c) De la propia definición de momento de una superficie se infiere que el momento de una suma es igual a la suma de los momentos de sus componentes. MST = ms1 + ms2 + ms3 + ms4 STr2 = S1d12 + S2d22 + S3d32 + S4d42



RADIO DE GIRO Cualquiera que sea la forma de un cuerpo, siempre es posible encontrar una distancia al eje dado, a la cual pudiera concentrarse la masa o la superficie del cuerpo sin modificar el momento de inercia del mismo respecto al eje. Esta distancia recibe el nombre de radio de giro del cuerpo respecto al eje y lo representaremos por la letra r. Si la masa total M del cuerpo estuviera concentrada realmente a esa distancia, el momento de inercia sería el de una masa puntual M a la distancia r del eje, o sea, M r2. Puesto que este producto es igual al momento real de inercia, J, se tiene que: M r2 = J



luego



r =



J M



En el caso de que se considere la superficie total S en lugar de la masa: M r2 = J



luego



r =



L S
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MOMENTO DE INERCIA MOMENTO DE INERCIA DE UN RECTÁNGULO 1º) Caso en que el eje de momentos coincide con un lado Supongamos un rectángulo ABCD, cuya base AB = b y su altura AD = h y que la base AB coincide con el eje de momentos X. Dividimos la altura h en n partes iguales, de manera que podremos dibujar toda una serie de rectángulos muy estrechos paralelos a AB, y cuyo lado mayor será b y su lado menor. h a = n



El momento de inercia de cada uno de estos rectángulos estrechos será el producto de su área por el cuadrado de su distancia al eje X, y el momento del rectángulo, la suma de todos estos momentos, y por tanto, podremos escribir: Áreas Rectángulo adyacente al eje X



Distancias al cuadrado



a . b . a2



= a3 b 12



a . b . (2 a)2



= a3 b 22



a . b . (3a)2



= a3 b 32



............................................................. ............................................................. a . b [(n - 1)a]2 = a3 b (n - 1)2 a . b . (n a)2



Rectángulo adyacente al lado DC



= a3 b n2



Esta suma será igual a n (n + 1) + (2 n + 1) Jx = a3b [ 12 + 22 + 32 + .............. + (n -1)2 + n2] = a3 b 6 y como b h3



h a =



Jx = n



n (n + 1) (2 n + 1) .
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MOMENTO DE INERCIA operamos b h3



2 n3 + 3 n2 + n



Jx =



.



b h3 =



n3



6



3 (2 +



6



1 +



n



) n2



Hemos llegado a esta ecuación para n divisiones; en realidad estos pequeños rectángulos deberían ser infinitesimales, a ha de tender a cero (a -> 0). Casi podemos decir que han de convertirse en una línea de longitud b. O sea, que n -> ¥ , por lo que: 3



1 =0



=0



n



n



n -> ¥



n -> ¥



y la ecuación anterior queda así: b h3 Jx =



.2 6



o sea b h3 Jx = 3 Si lo expresamos en función de la masa será: h2 Jx = M 3 El radio de giro valdrá b h3 3



J r =



= S



h2 =



bh



h =



3
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MOMENTO DE INERCIA 2º) Caso en que el eje de momentos pasa por el centro de gravedad Por el teorema explicado antes tenemos que: Jx = Jg + S d2 Jg = Jx - S d2 b h3



h2



Jg =



- bh. 3



2



b h3



b h3



Jg =



4 b h3



-



-



3



3 b h3 -



4



12



= 12



b h3 = 12 o sea: b h3 Jg = 12



Si lo expresamos en función de la masa será: h2 Jg = M 12



El radio de giro valdrá b h3 12 r =



h2 =



bh



h =



12



= r 12



FUNDACIÓ ASCAMM



CENTRE TECNOLÒGIC



47



R RE ES S II S ST TE EN NC C II A A



D DE E



M MA AT TE ER R II A AL LE ES S



MOMENTO DE INERCIA Si se toman momentos con relación al eje Y se comprende fácilmente que h hace las funciones de b y b las de h, por tanto h b3 Jy = 12 y el radio de giro será b r = 12



3º) Caso de un eje de momentos polar y que pasa por el c.d.g. Sabemos que:



Jz = Jg + Jy



por tanto, podremos hallar el momento polar basándonos en los momentos respecto a los ejes g e Y. b h3



h b3



Jz =



bh



+ 12



(h2 + b2)



= 12



12



bh (h2 + b2)



Jz = 12



Si queremos expresarlo en función de la masa será: M (h2 + b2)



Jz = 12



Y el radio de giro será: bh 12



(h2 + b2)



r =



h2 + b2 =



bh



=r 12
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MOMENTO DE INERCIA MOMENTO DE INERCIA DE UN TRIÁNGULO a) Caso en que el eje de momentos es paralelo a un lado y pasa por los puntos medios de los otros dos lados.



Se puede considerar el triángulo como la mitad del rectángulo de base b y altura h.



Sabemos que en este caso: b h3 Jg = 12 por tanto b h3



1 Jy =



. 2



b h3 Jy =



12



24
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MOMENTO DE INERCIA y el radio de giro será: b h3 24



2 b h3



r =



h



=



=



bh 2



24 b h



h =



12



= r 2 3



b) Caso en que el eje de momentos es paralelo a un lado y pasa por el centro de gravedad del triángulo.



Para hallar el momento de inercia nos basaremos en lo que tenemos averiguado en el punto a), y en el teorema siguiente que ha conocemos: Jy = Jg + S d2 en donde b h3 Jy = 24 bh S = 2 h d =



h -



2



h



h2



= 3



d2 = 6



36



sustituimos b h3 Jg = Jy - S d2 =



24



h2



bh . 2 FUNDACIÓ ASCAMM
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MOMENTO DE INERCIA Para el radio de giro tendremos: b h3 36



h2



r =



h



=



=



bh 2



18



= r 3



2



c) Caso en que el eje de momentos se confunde con uno de los lados.



Seguimos el mismo procedimiento que el caso anterior Jx = Jg + S d2 b h3 Jx =



h2



bh +



b h3



.



36



2



= 9



b h3 +



36



b h3 =



18



2b h3 +



36



3b h3 =



36



36



b h3 Jx = 12



b h3 12 r =



h2 =



bh 2



h =



6



= r 6
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MOMENTO DE INERCIA d) Caso en que el eje pasa por un vértice y es paralelo al lado opuesto.



e) Caso en que el eje de momentos coincide con una altura



Consideremos como dos triángulos en que el eje de momentos pasa por su base común. En este caso, los momentos de cada triángulo son: h b1 3



h b23 y



12



12



por tanto h b13 Jh =



h b2 3 +



12



h (b13 + b23) = Jh



= 12



12
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MOMENTO DE INERCIA Si el triángulo fuera isósceles b como b1 = b2 = 2 sustituimos b3



h Jh =



h b3



2



Jh =



12



8



48



h b3 48



b2



r =



=



b =



hb 2



24



2 6



f) Momento polar de un triángulo isósceles cuyo eje pasa por el vértice superior Basándonos en que Jz = Jh + Jv obtenemos h b3 Jz =



b h3 +



48



h b3 =



4



12 b h3 +



48



48



bh (b2 + 12 h2)



Jz = 48



MOMENTO DE INERCIA DE UN POLÍGONO REGULAR Consideramos en primer lugar el momento de inercia en que el eje polar pasa por el centro del polígono. Trazando las diagonales convertimos el polígono en tantos triángulos isósceles iguales como lados n tiene el polígono.
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MOMENTO DE INERCIA Por tanto, el momento será n veces el momento de inercia polar de un triángulo isósceles cuyo eje pasa por el vértice (Caso f de la pregunta anterior). nbh (b2 + 12 h2)



Jz = 48



n = nº de lados del polígono Podemos también expresarlo en función de la superficie del polígono que es: nbh S = 2 por tanto S (b2 + 12 h2)



Jz = 24



Podemos pasar ahora a calcular el momento de inercia mínimo: Sabemos que: Jz = Jx + Jy y en este caso Jx = J y por tanto Jz = 2 Jx Jz Jx = 2 sustituimos S (b2 + 12 h2)



Jx = 48
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MOMENTO DE INERCIA El radi de giro será: S 48



(b2 + 12 h2)



r =



b2 + 12 h2) =



48



48



MOMENTO DE INERCIA DE UN CÍRCULO a) Momento polar: Es el caso límite del momento polar de inercia de un polígono regular cuando: n -> ¥ b -> 0 y h = R R = radio del círculo Teniendo en cuenta además que la superficie S toma el valor de: S = p R2 entonces la ecuación S (b2 + 12 h2)



Jz = 24 se convierte en



p R2



p R4 12 R2 =



Jz = 24



2



Si lo ponemos en función del diámetro d como d4



d R4 =



R = 2



16



sustituimos



p d4 Jz = 32
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MOMENTO DE INERCIA b) El momento mínimo será: (como en el caso del polígono regular) Jz Jx = 2



p d4 Jx = 64



El radio de giro será d4 64



d2



r =



= d2 4



d =



= r



16



4



c) Momentos de inercia de una corona circular



p D4 Jx = Jy =



p d4 -



64



p (D4 - d4) Jx = Jy =



64



64



Radio de giro



p (D4 - d4) 64 r =



D4 - d4 =



p (D2 - d2) 4



16 (D2 - d2)



y como D4 - d4 = (D2 + d2) (D2 - d2) resulta D2 + d2 r = 4 y de la misma forma obtendremos el momento polar



p (D4 - d4) Jz = 32
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ÍNDICE



FUERZAS Y CARGAS ESFUERZOS A QUE ESTÁN SOMETIDOS LOS MATERIALES GRÁFICOS DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES TRACCIÓN COMPRESIÓN CIZALLADURA



8



MOMENTO DE INERCIA FLEXIÓN TORSIÓN ESFUERZOS COMPUESTOS
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FLEXIÓN DEFINICIÓN Y ECUACIÓN Cuando en una pieza, su eje longitudinal tiende a variar de curvatura por la acción de unas fuerzas exteriores, a la resistencia que opone dicha pieza al cambio de forma se le denomina resistencia a la flexión.



Las fuerzas exteriores producen dos clases de efectos: 1º) Deformaciones perpendiculares al eje longitudinal de la pieza. 2º) Originan tensiones normales y cortantes en cada sección de la pieza perpendicularmente a su eje. Al hablar de piezas sometidas a flexión, nos referimos normalmente a vigas o barras, ya que éstas representan el caso típico y más frecuente de esta clase de esfuerzos.



En las vigas y barras sometidas a flexión siempre existe una superficie cuyas fibras no sufren alargamiento ni acortamiento, y por tanto no soporta ningún esfuerzo. Recibe el nombre de superficie neutral.



Viga sin esfuerzo



Eje neutro Sometida a esfuerzo



al
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FLEXIÓN La intersección de esta superficie con un plano normal a la misma nos determina el eje neutro y pasa siempre por el centro de gravedad de la sección. Todas las fibras situadas a un lado del eje neutro están sometidas a un esfuerzo de tracción y todas las del otro lado a compresión. Los del eje neutro no soportan ningún esfuerzo. Por tanto, en el dibujo, la línea de eje neutro seguirá teniendo la misma longitud l que tenía antes de estar sometida la viga a flexión. Los esfuerzos que soportan las distintas partículas del cuerpo no son iguales para todas ellas. A medida que la partícula está más alejada del eje neutro soporta un mayor esfuerzo. Supongamos ahora una viga empotrada a una pared por un extremo y sometida a una fuerza F por el otro. Es evidente que esta fuerza tiende a doblar la viga hacia abajo en este caso. Este doblado de la viga depende, por el momento, de dos cosas, la longitud L y la fuerza F, ya que al crecer l o F la viga se flexará más. Intuímos pues que existe una relación directa entre l, F y el hecho de que la viga se doble más o menos. El producto de la fuerza F por la distancia l constituye lo que llamamos un momento. Para que exista equilibrio, cada sección de la viga tiene que efectuar un momento igual y contrario al que le corresponde debido a su distancia a la fuerza exterior. F . x = momento flector = Mf y en este caso el producto F.1 es el momento flector máximo = Mfm. En general, se define como momento flector a la suma algebráica de los momentos de las fuerzas exteriores situadas a un lado de la sección S, respecto a un eje que pasa por S. Mf = F2 d2 + F1 d1
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FLEXIÓN Hemos dicho que cada sección de la viga debe soportar o resistir el momento flector que le corresponde. Esta resistencia dependerá, como es lógico, de la forma y constitución de la viga. Por tanto, el momento flector Mf tiene que estar equilibrado por kt y W, en donde kt es la carga de trabajo a la flexión y W el llamado momento resistente, cuyo valor depende de la forma y dimensiones de la sección considerada. En definitiva, pues, se deberá cumplir la siguiente igualdad: Mf = kt W y como Mf = F x sustituyendo queda F x = kt W En la práctica hay que hacer los cálculos partiendo del Momento flector máximo (Mfm), ya que corresponde a la sección peligrosa, o sea, aquella que tiene que soportar el esfuerzo mayor. Mfm = kt W F . l = kt W



MOMENTO RESISTENTE El momento resistente, también conocido por módulo de flexión o módulo de la sección, es un valor constante para cada forma de sección (no depende del material) y su valor es fácil de hallar en las secciones corrientes, de forma geométrica sencilla (rectángulo, círculo, T, L, etc.). Desde el punto de vista de cálculo el momento resistente es el cociente de dividir el momento de inercia referido al eje neutro por la distancia de dicho eje a la fibra más alejada. Jg W = d



Momentos resistentes de superficies más importantes Cuadrado h4 Jg =



h d =



12
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FLEXIÓN h4 12



Jg W =



h3



=



=



d



h 2



6



h3 Wg1 = Wg2 = 6 h4



h



Jp =



2



d = 6



2



h4 6



h3



Wp =



h3



= h 2 2



Wp = 3



2



3



2



Rectángulo b h3



h



Jg1 =



d = 12



2



b h2 Wg1 = 6 b h2 Wg2 = 6 b h (h2 + b2)



1



Jp =



h2 + b2



d = 12



2 h2 + b2



bh Wp = 6 Círculo



p d4



d



Jg =



dn = 64



2



Jg Wg =



= dn



p d4 64 d



p d3 = 32
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FLEXIÓN p d3 Wg = 32



p d4 Jp = 32



p d3 Wp = 16 Corona circular



p (D4 - d4) Wg1 = Wg2 = 32 D



p (D4 - d4) Wp = 16 D



CURVA ELÁSTICA Se llama así a la forma que adquiere la fibra neutra al estar sometida la viga a un esfuerzo que la deforma.



FLECHA DE CURVATURA La deformación que adquiere la fibra neutra (curva elástica), se expresa mediante un segmento de ordenada llamado flecha que nos mide la variación de posición de un punto de la fibra neutra desde el estado de deformación a la posición no deformada.
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FLEXIÓN Las condiciones de flecha es unalimitación más que nos encontramos en el cálculo de una viga. Puede ocurrir que la viga soporte perfectamente la carga pero se le produzca una deformación de tal magnitud (la flecha que sufre), que no se puede aceptar para las condiciones de trabajo.



DIAGRAMA DE MOMENTOS FLECTORES Se trata de un procedimiento para la representación gráfica de los distintos valores de momentos flectores para cada sección de la viga. Nos basamos en un sistema de ejes coordenados. Sobre el eje de abcisas representamos la longitud de la viga. Sobre el eje de ordenadas y en su sentido negativo (hacia abajo), los valores de los momentos. Si expresamos la longitud en metros y los esfuerzos en kilos, los momentos vendrán dados en metros-liko (m kg). Supongamos el caso de una viga de longitud l, empotrada por un extremo y que por el otro soporta una fuerza F. El momento flector para cada sección será el producto de la fuerza F por la distancia de esta fuerza a la sección considerada. Así, para un punto A a distancia x el Mf = F . x. En el extremo libre como la distancia es 0, Mf = 0 y en la sección de empotramiento el momento será Mf = F . 1, que en este caso es también el momento flector máximo Mfm = F . 1. En la práctica se acostumbra a estudiar dos tipos de cargas, las que llamamos concentradas, o sea, que se desarrollan sobre un punto, y las indicamos gráficamente por una flecha, y las uniformemente repartidas, cargas que se reparten sobre una superficie que en nuestra representación se distribuye linealmente ya que prescindimos en estos gráficos de la 3ª dimensión.
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FLEXIÓN Veamos ahora como es el diagrama de momentos flectores para el caso de una viga empotrada por un extremo con una carga uniformemente repartida. Sea l la longitud de la viga y f la carga uniforme expresada en kg/m. Para una sección cualquiera, por ejemplo la A a una distancia x del extremo libre tenemos: Carga a considerar: la comprendida entre A0 que tendrá su resultante en el punto medio de A0, o sea: P=x.f y la distancia de P a la sección considerada A es x/2, por tanto, el momento flector valdrá x



x



Mf = P



=x.f 2



2 x2



Mf = f = 2 Ecuación de segundo grado cuya línea corresponde a una parábola. Para la sección de empotramiento, el momento flector será (en este caso el máximo) f 12 Mfm = 2



DIAGRAMA DE ESFUERZOS CORTANTES Las fuerzas externas que obran sobre las vigas, les producen, además de un esfuerzo de flexión, otro de corte o cizalladura. Se considera que una sección cualquiera está sometida a un esfuerzo de corte igual a la suma algebraica de todas las fuerzas verticales situadas a uno cualquiera de sus lados. Es evidente que las resultantes han de ser iguales en ambos lados, ya que de lo contrario no existiría equilibrio.
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FLEXIÓN



Este esfuerzo de corte es en la mayor parte de las veces mucho menor que el de flexión, por lo que para el cálculo de las vigas normalmente no se tiene en cuenta. Cuando se trata de vigas con perfiles variables e irregulares conviene hacer también los cálculos considerados los esfuerzos cortantes. El diagrama se dibuja sobre unos ejes de coordenadas. En el de abscisas se representa la longitud de la viga y en el de ordenadas los esfuerzos cortantes que actúan sobre las distintas secciones de la misma.



Entre A y 0 el esfuerzo será Ec = F1, y entre B y A, Ec = F1 + F2, que es también el máximo.
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FLEXIÓN Caso de una viga empotrada por un extremo y con carga uniformemente repartida. En este caso el esfuerzo de cortadura que soporta cada sección es directamente proporcional a su distancia al origen. Para una sección A este esfuerzo valdrá: Ec = f x En el empotramiento Ecm = f l



CÁLCULO DE MOMENTOS FLECTORES Y ESFUERZOS CORTANTES. MÉTODO ANALÍTICO 1º) Caso de una viga empotrada por un extremo con carga concentrada y carga uniformemente repartida



En primer lugar calcularemos la reacción en el empotramiento. Como el sistema está en equilibrio se debe cumplir S F = 0, o sea, que la reacción en el empotramiento R valdrá
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FLEXIÓN El cálculo de momentos flectores (y también el de esfuerzos cortantes), hay que hacerlo por tramos. En este ejemplo serán los tramos (a), (b) y (c), de acuerdo con las cotas. Momentos flectores en el tramo (a) Para cualquier punto del tramo (a) el momento flector valdrá Mf = F . x La ecuación general nos indica que en el gráfico tendremos una línea recta. Valores extremos: para x = o



Mf = 0



para x = a



Mf = F . a



Momento flectores en el tramo (b)



Para una sección cualquiera, dentro del tramo (b) y a una distancia x del origen, la parte de carga uniformemente repartida a considerar será: f (x - a), cuya resultante se aplica en el punto medio de x - a. Por tanto, el momento que nos produce sobre la sección considerada será: (x - a)2



x-a f (x - a)



o sea f 2



2



no olvidemos que sobre esta sección también actúa el momento producido por la fuerza F, o sea, F x. Por tanto, resulta (x - a)2 Mf = F x + f 2



ecuación de 2º grado



cuya línea en el gráfico será una parábola.
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FLEXIÓN Valores extremos y medio: para x = a



Mf = F a



Efectivamente debe coincidir con el valor obtenido al final del tramo (a)



b



b2



b



para x = a +



Mf = F (a + 2



)+f 2



8 b2



para x = a + b



Mf = F (a + b) + f 2



Momentos flectores en el tramo (c)



Sobre una sección cualquiera del tramo (c) a distancia x del extremo actúan los siguientes momentos: uno debido a la fuerza F que vale F x, y otro debido a f b b fb(x-a-



) 2



por tanto, b Mf = Fx + f b (x - a -



) 2



Ecuación de 1er. grado. En el gráfico de momentos será una línea recta. Valores extremos: b2 para x = a + b



Mf = F (a + b) + f



coincide con el valor extremo del tramo (b) 2 b



para x = l = a + b + c



Mf = F l + f b (



+ c) 2
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FLEXIÓN Esfuerzos cortantes en el tramo (a)



En todo este tramo sólo tenemos la fuerza F, por tanto Ec = F Esfuerzos cortantes en el tramo (b)



En este tramo además de la fuerza F tendremos otra que irá aumentando proporcionalmente con la distancia al punto B, según f (x - a). En resumen: Ec = F + f (x - a) Casos extremos: para x = a Ec = F para x = (a + b) Ec = F + f b Esfuerzos cortantes en el tramo (c)
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FLEXIÓN Para el tramo (b) tenemos que actúan en toda su longitud las fuerzas F y f . b. La ecuación correspondiente será, pues: Ec = F + f . b Si comparamos las ecuaciones obtenidas para los momentos flectores con las de los esfuerzos cortantes, veremos que estas últimas se podían haber obtenido por derivación de aquellas. d Mf Mf = F . x



= Ec = F dx (x - a)2



d Mf



Mf = Fx + f



= Ec = F + f (x - a) 2



dx b



Mf = Fx + f + fb (x - a



d Mf )



2



= Ec = F + f b dx



Expresándolo de otra forma, podemos decir que la línea del diagrama de esfuerzos cortantes corresponde al valor de la tangente en cada punto de la línea del diagrama de momentos flectores. Con las ecuaciones y valores obtenidos hasta ahora, y teniendo en cuenta las aclaraciones observadas, podemos pasar al trazado de los diagramas. Recordemos que en abscisas colocamos la viga en su longitud y en ordenadas al valro de los momentos flectores o de esfuerzos cortantes, para lo que debe escogerse una escala adecuada a las dimensiones del papel de que se disponga. si expresamos las fuerzas en Kg, y las longitudes en metros, los momentos nos vendrán en m . kg y los esfuerzos cortantes en kg. 2º) Caso de una viga con dos puntos de apoyo con cargas concentradas y uniformemente repartidas
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FLEXIÓN Primeramente debemos calcular la reacción en los apoyos. Para ello tomaremos un eje de momentos que pase por uno de los apoyos y plantearemos la ecuación de equilibrio de momentos.



b R2 (b + c + d) + + F1 . a = F2 (b + c) + f . b 2 b2 F2 (b + c) + f 2 - F1 . a R2 = b+c+d La reacción en el otro apoyo será: R1 = F1 + F2 + f . b - R2 En este caso nos conviene dividir la viga en cuatro tramos: a, b, c y d. Momentos flectores en el tramo (a) Mf = F1 x



será una línea recta



para x = o



Mf = 0



para x = a



Mf = F1 a
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FLEXIÓN Momentos flectores del tramo (b)



Para una sección cualquiera S a distancia x del extremo tenemos: (x - a)2 Mf = F1 x + f



- R1 (x - a)



ecuación de 2º grado, corresponde a una parábola



2 para x = a



Mf = F1 a b



coincide con el último valor hallado b



para x = a



Mf = F1 (a + 2



2 b2



b )+f 2



b - R1 (a +



2



Mf = F1 (a +



- a)2



(a + )+f



- a) 2



b - R1



8



2 b2



para x = a + b



Mf = F1 (a + b) + f



- R1 b 2



Momentos flectores en el tramo (c)
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FLEXIÓN Para la sección S cualquiera de la viga dentro del tramo (c) tenemos: b Mf = F1 x - R1 (x - a) + f b (x - a -



)



ecuación de 1er grado



2 b2 para x = a + b



Mf = F1 (a + b) - R1 b + f 2 b



para x = a + b + c



Mf = F1 (a + b + c) - R1 (b + c) + f b (



+ c) 2



Momentos flectores en el tramo (d)



Consideramos la sección S del tramo (d) b Mf = F1 x - R1 (x - a) + fb (x - a -



) - F2 (x - a - b - c) 2



para x = a + b + c b Mf = F1 (a + b + c) - R1 (b + c) + f . b (



+ c) 2



para x = a + b + c + d b Mf = F1 (a + b + c + d) - R1 (b + c + d) + f b (



+ c + d) + F2d



(1)



2 Esta ecuación nos debe dar cero. Se comprende perfectamente que el momento flector en el extremo (apoyo R2) ha de ser nulo. No obstante podemos comprobarlo matemáticamente.
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FLEXIÓN Antes hemos calculado la reacción en los apoyos. R1 = F1 + F2 + f . b - R2 b F2 (b + c) + f b 2 - F1a R2 = b+c+d sustituimos F2 (b + c) + f b R1 = F1 + F2 + f . b -



b - F1a 2



b+c+d o también R1 (b + c + d) = (F1 + F2 + fb) (b + c + d) - F2 (b + c) - fb R1 (b + c + d) = F2 (a + b + c + d) + F2d + fb (



b + F1a 2



b + c + d) 2



y esto lo sustituimos en (1) Mf = F1 (a + b + c + d) - F1 (a + b + c + d) - F2d - fb (



b b + c + d) + fb ( + c + d) + F2d = 0 2 2



Esfuerzos cortantes en el tramo (a)



Ec = F1



valor constante



Comprobamos devirando la ecuación de momentos flectores correspondientes: dMf



d (F1x) =



dx



= F1 dx
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FLEXIÓN Esfuerzos cortantes en el tramo (b)



Efectivamente: dMF =



d [ F1 x + f ( x - a )2 - R1 (x - a)] 2



dx



= F1 + f (x - a) - R1



dx



valor variable dependiente de x para x = a Ec = F1 - R1 para x = (a + b) Ec = F1 + f b - R1 Esfuerzos cortantes en el tramo (c)



comprobamos: dMF



Ec = F1 - R1 + f b valor constante d [ F1 x - R1 (x - a) + fb (x - a -



= dx



b )] 2



= F1 - R1 + f b



dx
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FLEXIÓN Esfuerzos cortantes en el tramo (d)



dMf



d [F1x - R1 (x - a) + fb (x - a =



dx



b ) + F2 (x - a - b - c)] 2



= F1 - R1 + f b + F2



dx



Con todos estos valores de momentos flectores y esfuerzos cortantes obtenidos para cada uno de los tramos, vamos a pasar ahora a trazar los correspondientes diagramas. Debemos recordar la conveniencia de escoger de antemano unas escalas para los metros, kilogramos y metros-kilogramos adecuados al papel que vamos a utilizar. Tenemos el momento flector máximo (Mfm) que coincide con la sección de la viga en la que actúa la fuerza F2. Este valor de Mfm es el que deberemos considerar para los cálculos del dimensionado de la viga, suponiendo que ésta sea regular y homogénea.
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TORSIÓN DEFINICIÓN Decimos que un cuerpo está sometido a un esfuerzo de torsión cuando dicho esfuerzo tiende a que dos secciones transversales de dicho cuerpo resbalen una sobre otra girando en su plano. Supongamos una pieza de eje recto que la sujetamos rígidamente por un extremo y por el otro le aplicamos un par cuyo eje de giro coincide con el del cilindro. El tipo de esfuerzo que se origina lo denominamos de torsión. Este esfuerzo nos tiende a producir un desplazamiento angular de unas secciones respecto a las otras y unos esfuerzos cortantes normales al eje de barra.



a = ángulo de torsión Momento torsor
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TORSIÓN ÁNGULO DE TORSIÓN El ángulo de torsión entre dos secciones es proporcional al momento torsor aplicado, y a distancia entre las dos secciones de la barra.



a = f (Mt, 1) Esta transformación angular, es evidente que dependerá de la forma y dimensiones de la sección, por tanto será inversamente proporcional al momento polar de inercia, Jp. También dependerá del material que constituya la pieza. Esta característica viene dada por G, llamada Módulo de elasticidad por cortadura. En la tabla siguiente se dan valores de G para distintos materiales. Materiales



Módulo G kg/mm2



Aleaciones de magnesio Mg Al .............................................................................



1500 ... 1700



Aleaciones de aluminio Aluminio puro ................................................................ Al Si Mg ........................................................................ Al Cu Mg .......................................................................



2700 2600 ... 2800 2800



Aleaciones de zinc ............................................................... Aleaciones de hierro Hierro puro ..................................................................... Fundición gris GG 12 ..................................................... Fundición gris GG 22 ..................................................... Fundición maleable GTW, GTS...................................... Aceros de C, Cr, Si, Mn ................................................. Acero-níquel 5% Ni ....................................................... Acero-níquel 25% Ni ..................................................... Acero-níquel 36% Ni .....................................................



4500 ... 5000 8000 3000 4900 6800 8000 7800 ... 7900 7000 6000



Aleaciones de cobre Cobre electrolítico recocido ........................................... Cobre electrolítico estirado ............................................ Latón Ms 58 .................................................................. Latón Ms 63 .................................................................. Bronces Rg 5 a 10 .........................................................



4300 4700 4600 3500 3000



Argentón, plata alemana, alpaca .......................................... Bronce de estaño .................................................................



4300 4300
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TORSIÓN En resumen, podemos decir que si tenemos un árbol de longitud L sometido a un momento torsor Mt, el ángulo a que un extremo del árbol gira con relación al otro extremo viene dado por: Mt L



a =



Jp º Io G Jp



en la que G es el módulo de elasticidad por cortadura del material y Jp el momento polar de inercia de la sección. El ángulo a viene expresado en radianes.



ESFUERZOS El momento torsor que aplicamos a una pieza tiene que ser compensado para que exista equilibrio, por las fuerzas internas de la pieza. Supongamos pues una sección cualquiera de una pieza sometida a un momento torsor Mt. Por lo que acabamos de decir: Mt = S (K’ s’ r’) K = fuerza por unidad de superficie Además, como podemos comprobar por la figura, los esfuerzos unitarios son proporcionalmente al alejamiento del eje neutro, o sea: K



K’ =



r



r’



luego K r’ K’ = r
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TORSIÓN y sustituyendo en la ecuación anterior K



S (r’2 s’)



Mt = r ya que K y r = Cte



para determinada pieza y tensión. Por otro lado,



S (r’2 s’) no es otra cosa que el moment de inercia polar de la superficie,



S (r’2 s’) = Jp K Mt =



Jp r



RELACIÓN ENTRE MOMENTO TORSOR Y POTENCIA A TRANSMITIR Como uno de los casos más frecuentes de torsión es el de transmitir cierta potencia mediante el eje de un motor, vamos a estudiar este caso. Mt = F r velocidad tangencial de F 2prw v = 60 potencia W=Fv
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TORSIÓN sustituimos 2prw F W = 60 y como Fr = Mt 2 p w Mt W = 60 Preparemos las unidades: F = fuerza en kg



w = velocidad angular en r.p.m. W = potencia en kgm/seg. r = radio en metros resulta pues W = 0,10472 w Mt Si queremos expresar la potencia en CV, resulta W = 0,001393 w Mt En la pregunta anterior hemos visto que Mt = kz Wp Si el eje es cilíndrico macizo (que es lo normal)



p d3 Wp = 16 Jp = Wp r
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TORSIÓN r = distancia del eje a la fibra más alejada Wp = momento resistente polar Sustituyendo resulta Mt = K W p Se comprende fácilmente que si queremos que la pieza resista el esfuerzo con suficiente garantía, el valor de K no puede sobrepasar a la carga de trabajo a cizalladura establecido. Consecuentemente, podemos escribir: Mt = kz Wp



Debemos considerar, también, el caso de una barra sujeta rígidamente por ambos extremos. El momento torsor que actúa se reparte en relación inversa a las distancias de la sección del par a las de empotramiento.



En el extremo (A) y L



MtA = Mt y como Mt = 2 r F



2rFy MtA = L
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TORSIÓN En el extremo (B) MtB = Mt



x L



2rFx MtB = L sustituimos



p d3 W = 0,001393 w kz 16 d = diámetro del eje en metros kz = carga de trabajo a cizalladura en kg/m2 y despejando d resulta 3



W d = 15,4 w kz
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ESFUERZOS COMPUESTOS INTRODUCCIÓN Los elementos mecánicos que utilizamos en nuestras máquinas y en nuestras construcciones, normalmente no están sometidos a un solo tipo de esfuerzo como hasta ahora hemos considerado por razones de simplificación en el estudio. En muchas ocasioens están soportando dos o más clases de esfuerzos simples (tracción, compresión, flexión, torsión, etc.). Estos esfuerzos se suman vectorialmente, dando unos resultados que es forzoso conocer para proceder al cálculo de las secciones necesarias. Seguidamente vamos a estudiar algunos casos sencillos de esfuerzos compuestos.



TRACCIÓN O COMPRESIÓN Y FLEXIÓN Supongamos una viga empotrada por uno de sus extremos y por su otro extremo actúa una fuerza F que forma un ángulo a por debajo del eje de la misma, dándonos consecuentemente dos componentes, una según el eje de la viga fa (componente axial) y otra perpendicular al mismo ft (componente tangencial). La primera nos produce un esfuerzo de tracción o compresión (según el ángulo a) y la segunda de flexión.



La componente fa produce un desplazamiento de las secciones paralelamente a sí misma según el eje del sólido pasando de b c a d’c’ y dando lugar, por tanto, a un alargamiento l y a una fatiga por tracción o compresión de valor: fa kt =



kt = carga de trabajo S = sección de la viga



S y en función del alargamiento será L fa E = lS



E = módulo de Young L = longitud de la viga l = alargamiento experimentado
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ESFUERZOS COMPUESTOS La componente ft hemos dicho que nos produce un esfuerzo de flexión, con un momento de valor M = ft . L, y hace que las secciones normales al eje giren un ángulo a, lo que produce un nuevo alargamiento, principalmente en las fibras extremas. La fatiga producida vale M k’t =



M = momento flector W = Momento resistente de la sección



W La fatiga total será la suma algebraica de las fatigas parciales: fa KT = kt ± k’t =



M ±



S



W



Obsérvese en las ecuaciones los dobles símbolos + y -, que deberán tomarse según que los esfuerzos producidos por fa y ft se sumen o se resten.



FLEXIÓN Y TORSIÓN En las aplicaciones prácticas aparecen con mucha frecuencia casos en que actúan simultáneamente un momento flector y otro de torsión. Las fuerzas que actúan sobre un eje transmitidas mediante un volante o una polea son casos de flexión y torsión simultáneas. Supongamos que un eje empotrado por un extremo y por el otro una polea solidaria al eje y cargada con una fuerza vertical P.



La polea tiene un radio r, la longitud del eje es l y su diámetro d.
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ESFUERZOS COMPUESTOS El momento torsor que se nos produce es constante a lo largo de todo el eje, y vale Mt = P . r. El momento flector debido a P varía con la diastancia x y que como sabemos nos produce esfuerzos de flexión y de corte Mf = P . x Y en el momento flector máximo será Mfm = P . l De lo visto en anteriores capítulos recordaremos que las fatigas en cada caso valen: Torsión: Mt kz = Wp Flexión: Mf kt = W Siendo W y Wp los momentos resistentes normal y polar de la sección correspondiente. Mediante la fórmula de Poncelet podemos determinar la fatiga total kt en piezas sometidas a tracción o compresión (flexión) y torsión al mismo tiempo, partiendo de las figuras parciales. 3 kt =



5 kt2 + 4 kz2



kt + 8



8



El trabajo de flexión y el de torsión simultánels es equivalente al de tracción o compresión y torsión, ya que la flexión, como sabemos, produce en la pieza tensiones de tracción y compresión. Para la utilización práctica de la fórmula de Poncelet en este caso, debe ponerse de forma que podamos trabajar directamente con los valores de los momentos y como: MT kT = W
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ESFUERZOS COMPUESTOS y teniendo en cuenta las fatigas halladas anteriormente, sustituimos Mt



3



Mf



= W



Mf2



5 +



8



W



Mt2 +4



W2



8



Wp2



Además, en este caso: Wp = 2W (momentos resistentes de secciones circulares) Mt



3



Mf



= W



Mf2



5 +



8



W



Mt2 +4



W2



8



4W2



Yi dividiendo por W resulta 3 Mt =



5 Mf2 + Mt2



Mf + 8



8



Donde Mt decimos que representa el momento de flexión total. Recordemos que: W Mt = 0,001393 w W = potencia en CV



w = r.p.m. Por tanto, con todos estos datos podemos calcular Mt, y con este dato dado, como MT = W kt W = momento resistente kt = carga de trabajo a la flexión Para un eje cilíndrico macizo será:



P d3 MT =



kt 32
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ESFUERZOS COMPUESTOS que operando y despajando d nos da: 3



10 Mt



d = kt



Fórmula que nos permite calcular el diámetro del eje de transmisión sometido a flexión y torsión simultáneas.



TRACCIÓN O COMPRESIÓN Y TORSIÓN El caso de piezas sometidas a tracción o compresión, simultáneas con torsión, es parecido al caso anterior, ya que la flexión nos produce en la pieza una compresión y una tracción. Por tanto, procede determinar una carga de trabajo kt total equivalente empleando la fórmula de Poncelet, de la que ya hemos hablado anteriormente. 3 kT =



5 kt2 + 4 kz2



kt + 8



8



kt = carga de trabajo a tracción o compresión kz = carga de trabajo a torsión Por tanto, para el cálculo de kt procederemos primeramente a calcular kt y kz F kt =



Mt kz =



S



Wp
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