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1.



Procesos estocásticos - 66.75



Trabajo práctico Final



Enunciado



1.1.



Resumen enunciado



El presente trabajo práctico tiene el objetivo de fijar los conceptos principales vistos en la materia a través de una aplicación real simplificada del campo ingenieril. Se pretende que los alumnos tomen contacto con un trabajo del área de las comunicaciones digitales y aplicando los conocimientos estudiados en la materia, puedan resolver un problema concreto. Para ello, se les facilita una serie de ayudas provistas por el cuerpo docente, que les permitan focalizar la resolución del trabajo práctico en los conceptos y no en detalles de implementación.
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Ejercicio obligatorio 1



2.1.



Resolución punto a



La matriz de estados es: " Π=



1 − λ01



λ01



1 − λ11



λ11



#



El estado estacionario π de la cadena de Markov se define como el autovector izquierdo asociado al autovalor 1 : πT = πT · Π Siendo: " π=



π1



#



π2



Esto es:  π1 = π1 · (1 − λ01 ) + π2 · (1 − λ11 ) π = π · λ + π · λ 2



1



01



2



11



Tengo además que π1 + π2 = 1, con lo que resolviendo se obtiene: " π=



1er cuatrimestre de 2012



1−λ11 1−λ11 +λ01 λ01 1−λ11 +λ01



#
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Resolución punto b



Para encontrar la media del proceso se plantea una ecuación de recurrencia, para armar esta ecuación de recurrencia se plantea la media por definición. Llamando E[Bk ] al proceso se tiene:



E[B0 ]



=



0(1 − λ01 ) + 1λ01 = λ01



E[B1 ]



=



0P (B1 = 0) + 1P (B1 = 1)



= P (B1 = 1/B0 = 0) + P (B1 = 1|B0 = 1) = λ01 · P (B0 = 0) + λ11 · P (B0 = 1) = λ01 · (1 − λ01 ) + λ11 · λ01 = λ01 · (1 − E[B0 ]) + λ11 · E[B0 ]



E[B2 ]



=



0 · P (B2 = 0) + 1 · P (B2 = 1)



= P (B2 = 1/B1 = 0) + P (B2 = 1/B1 = 1) = λ01 · P (B1 = 0) + λ11 · P (B1 = 1) = λ01 · (1 − E[B1 ]) + λ11 · E[B1 ]



Continuando de esta manera y reordenando se puede inferir para E[Bk ]: E [Bk+1 ] − E[Bk ] · (λ11 − λ01 ) = λ01 La solución de esta ecuación de recurrencia se halla, encontrando primero la solución para la ecuación homogénea asociada y luego hallando una solución particular, que en este caso será una constante dado que el termino independiente es una constante, con esto se obtiene finalmente: E[Bk ] =



4



λ01 − λ01 · (λ11 − λ01 )k+1 1 − λ11 + λ01
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Resolución punto c



Si se compara el resultado anterior con la media para el estado estacionario, que es: E[π] = 0 ·



1 − λ11 λ01 λ01 +1· = 1 − λ11 + λ01 1 − λ11 + λ01 1 − λ11 + λ01



Se puede observar que el valor es el mismo que se obtiene al hacer: l´ım E[Bk ] =



k→∞



λ01 1 − λ11 + λ01



ya que se tiene que λ01 ≤ 1 y que λ11 ≤ 1, con lo que el módulo del termino exponencial es también menor a 1, y por lo tanto tiende a cero cuando k tiende a infinito.



2.4.



Resolución punto d



Si se tiene que λ01 = 1 y que λ11 = 0, dado que se empieza el proceso con probabilidad λ01 , se observa que siempre pasamos al segundo estado y la probabilidad de permanecer en este estado luego es λ11 = 0, con lo que en realidad ya no se tiene un proceso estocástico sino uno determinístico, en el que alternan los estados comenzando en 1.



2.5.



Resolución punto e



El proceso de markov con el que modelizamos la generación de bits, es una cadena de markov de dos estados, en dónde cada estado es a su ves una variable aleatoria Bernoulli con parámetros λ01 y λ11 respectivamente, independientes entre sí. En el caso particular en que λ01 = λ11 , se tiene que tenemos un proceso con dos estados posibles dónde cada estado es una variable Bernoulli i.i.d con parámetro p = λ01 = λ11 , lo que por definición es un proceso de Bernoulli, dónde cada componente de la secuencia es una variable aleatoria Bernoulli i.i.d.
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Ejercicio obligatorio 2



3.1.



Modelo del sistema de comunicación



El sistema se modela con la función de MATLAB, sistema_comunicacion, esta recibe por parámetros: N, lambda_01, lambda_11, P_0, P_1, alpha_0, alpha_1, usar_estimador_de_fases, A, L, sigma2_W



y devuelve, la probabilidad de error teórica y la estimada: P_e_est, P_e



La explicación de la implementación de esta función se puede ver en sus comentarios y los de las funciones que esta llama a su ves, se tuvo cuidado de hacerlos lo suficientemente detallados.



3.2.



Resolución del ejercicio 2



El ejercicio 2 es implementado por la función de MATLAB, ejercicio_obl_2, la cuál no recibe parámetros ni devuelve ningún valor. El ejercicio pedía probar el sistema de comunicación con determinados parámetros, efectuando varias corridas y comparando luego la probabilidad de error teórica con las estimadas para estas corridas, en este ejercicio no se debía utilizar el estimador de fase, con lo que el receptor trabaja con las fases reales usadas por el transmisor.



Lo que se hizo fue simplemente llamar repetidamente a esta función y luego graficar las probabilidades de error para cada llamada, a continuación se muestra el gráfico obtenido. 1er cuatrimestre de 2012
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Figura 3.1: Gráfico 1, ejercicio 2.
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Conclusiones para el ejercicio 2



Se observa que la probabilidad de error estimada tiene como media al valor teórico.
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Ejercicio obligatorio 3



4.1.



Modelo del sistema de comunicación



Se utiliza el mismo modelo que para el ejercicio 2.



4.2.



Resolución del ejercicio 3



El ejercicio 2 es implementado por la función de MATLAB, ejercicio_obl_3, la cuál no recibe parámetros ni devuelve ningún valor. En este ejercicio se pedía graficar la probabilidad de error estimada comparada con la teórica cuando se variaba cada uno de los siguientes parámetros:



alpha_0, A, L, sigma2_W



A continuación e incluyen los gráficos obtenidos para cada caso. 1er cuatrimestre de 2012
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Figura 4.1: Gráfico 1, ejercicio 3.
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Figura 4.2: Gráfico 2, ejercicio 3.
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Figura 4.3: Gráfico 3, ejercicio 3.
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Figura 4.4: Gráfico 4, ejercicio 3.
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Conclusiones para el ejercicio 3



Se puede observar con facilidad como varía la probabilidad de error teórica con cada uno de los parámetros, para el caso de la fase del “0”, se observa que a medida que esta se acerca a la fase del “1”, la probabilidad de error se incrementa lo cuál es lógico ya que se hace más difícil distinguir un símbolo del otro. Para el caso de la amplitud de la señal se observa que la probabilidad de error disminuye a medida que esta aumenta, esto se puede explicar observando que aumenta la relación señal ruido y por lo tanto el ruido enmascara menos a la señal. Para el caso en que se varía la longitud de la señal modulada de cada símbolo, se puede ver que la probabilidad de error disminuye a medida que esta aumenta, esto se explica con el hecho de que los filtros adaptados producen un mayor valor máximo con lo que es más difícil que sea enmascarado por el ruido. Finalmente para el caso dónde se varía la potencia del ruido, se ve que la probabilidad de error aumenta con esta, esto al igual que en el caso en que se variaba la amplitud de la señal, se puede justificar por la relación señal ruido, la cuál disminuye al aumentar la potencia del ruido, la diferencia en la tasa de variación es debida a que ahora lo que variamos es la potencia del ruido y no su amplitud. En cuanto a las probabilidades estimadas se observa que el valor de su media parece seguir la probabilidad teórica.
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5.1.



Modelo del sistema de comunicación



El sistema se modela con la función de MATLAB, sistema_comunicacion_adaptando_p_i, esta recibe por parámetros: lambda_01, lambda_11, alpha_0, alpha_1, usar_estimador_de_fases, A, L, sigma2_W Esta función es una versión modificada del modelo usado en los dos ejercicios anteriores, cómo puede verse no recibe cómo parámetros la probabilidad de cada uno de los símbolos, sino que utiliza para estas, dos juegos de valores distintos, en el caso a, utiliza las probabilidades para el estado estacionario de la cadena de markov desde la primera iteración y para el caso b, se calcula el valor de las probabilidades de cada símbolo para cada iteración usando la expresión siguiente para el vector de probabilidades:



T T P(k) = P(0) · Πk



Esto se realiza simplemente multiplicando por la matriz de probabilidades de transición, Π, en cada iteración. Al igual que en los ejercicios anteriores en este ejercicio no se estiman las fases.



5.2.



Resolución del ejercicio 4



El ejercicio 4 es implementado por la función de MATLAB, ejercicio_obl_4, la cuál no recibe parámetros ni devuelve ningún valor. Este ejercicio es una versión modificada del ejercicio 1, utilizando ahora el modelo descrito en la sección anterior, la simulación se corre para tres juegos de valores de λ01 y λ11 , los valores elegidos fueron:



λ01 = 0,10, λ01 = 0,30



λ01 = 0,55, λ01 = 0,85



λ01 = 0,25, λ01 = 0,75 A continuación se incluyen los gráficos obtenidos en cada caso. 1er cuatrimestre de 2012
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Figura 5.1: Gráfico 1, ejercicio 4.
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Figura 5.2: Gráfico 2, ejercicio 4.
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Figura 5.3: Gráfico 3, ejercicio 4.
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Conclusiones para el ejercicio 4



El general no se observan diferencias entre lo que se obtiene usando las probabilidades del estado estacionario y las probabilidades calculadas para cada valor de la cadena, haciendo un debugging de la función de simulación del sistema se ve que el valor de la probabilidades calculadas converge muy rápidamente al valor del estado estacionario, lo que justifica lo observado en los gráficos.
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Ejercicio obligatorio 5



6.1.



Modelo del sistema de comunicación



Ya que este ejercicio consiste en repetir lo realizado en los 3 ejercicios anteriores, el modelo del sistema utilizado en cada caso es e; mismo al que se utiliza en aquellos ejercicios previos. Ahora la fase de los símbolos es estimada en el receptor usando las 100 muestras de entrenamiento, y los cálculos se realizan con estas fases estimadas, la probabilidad de error teórico se sigue calculando usando las fases reales, de modo de poder comparar con lo obtenido en los primeros ejercicios, en cuanto a como se aparta la estimación del valor teórico.



6.2.



Ejercicio 2 estimando las fases



A continuación se incluye el gráfico obtenido. 1er cuatrimestre de 2012
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Figura 6.1: Gráfico 1, ejercicio 5.2, estimando las fases.
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Conclusiones para el ejercicio 2 estimando las fases



Se observa que la probabilidad de error estimada tiene una media que es apreciablemente superior a la teórica. Siendo la primera de 0.0023 y obteniéndose para la estimada una valor de alrededor de 0.006, unas tres veces mayor.



6.4.



Ejercicio 3 estimando las fases



A continuación e incluyen los gráficos obtenidos para cada caso. 1er cuatrimestre de 2012
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Figura 6.2: Gráfico 1, ejercicio 5.3.
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Figura 6.3: Gráfico 2, ejercicio 5.3.
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Figura 6.4: Gráfico 3, ejercicio 5.3.
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Figura 6.5: Gráfico 4, ejercicio 5.3.
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Conclusiones para el ejercicio 3 estimando las fases



Se observa algo similar en todos los casos, lo obtenido es similar a lo que se obtenía al usar las fases reales, pero el error real estimado es apreciablemente superior al teórico.



6.6.



Ejercicio 4 estimando las fases



A continuación se incluyen los gráficos obtenidos en cada caso. 30
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Figura 6.6: Gráfico 1, ejercicio 5.4.
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Figura 6.7: Gráfico 2, ejercicio 5.4.
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Figura 6.8: Gráfico 3, ejercicio 5.4.
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Conclusiones para el ejercicio 3 estimando las fases



Al igual que en los casos anteriores el error real esta bastante por encima del valor teórico.
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Ejercicio opcional 6-1



7.1.



Modelo del sistema de comunicación



El sistema se modela con la función de MATLAB, sistema_comunicacion_ruido_col, esta recibe por parámetros: N, lambda_01, lambda_11, P_0, P_1, alpha_0, alpha_1, usar_estimador_de_fases, A, L, sigma2_W, par_corr



Dónde el nuevo parámetro “par_corr”, determina el grado de correlación del ruido y su valor es un valor real positivo mayor a 0, lográndose mayor correlación a mayor valor. Y la función devuelve, la probabilidad de error teórica y la estimada: P_e_est, P_e



La correlación se logra definiendo una matriz de covarianza que se calcula a partir de una función de autocorrelación arbitraria que decae en forma exponencial con la inversa del parámetro pasado, esto permite controlar el grado de correlación, luego con un cambio de variable con esta matriz se logra el vector coloreado a partir de uno blanco.



La explicación detallada de la implementación de esta función se puede ver en sus comentarios y los de las funciones que esta llama a su ves, se tuvo cuidado de hacerlos lo suficientemente detallados.



7.2.



Resolución del ejercicio 6-1



El ejercicio 6-1 es implementado por la función de MATLAB, ejercicio_opc_6_1, la cuál no recibe parámetros ni devuelve ningún valor, pero solicita el ingreso del valor para la correlación, la función calcula como varía la probabilidad de error en función de la amplitud de la señal, en forma similar al ejercicio 2, pero ahora con el ruido coloreado, esto permite luego comparar los gráficos que se obtienen al hacer variar el grado de correlación del ruido, se llamó a esta función para los valores 1, 10 y 100 del parámetro.



A continuación se incluye el gráfico obtenido para tres valores del parámetro 1, 10 y 100. 1er cuatrimestre de 2012
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Figura 7.1: Gráfico 1, ejercicio 6.1, para el parámetro valiendo 1.
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Figura 7.2: Gráfico 2, ejercicio 6.1, para el parámetro valiendo 10.
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Figura 7.3: Gráfico 3, ejercicio 6.1, para el parámetro valiendo 100.
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Conclusiones para el ejercicio 6-1



Se puede observar claramente como la probabilidad de error, (tanto la teórica como la estimada), disminuyen al aumentar la correlación siendo el piso, la probabilidad que se tiene con el ruido blanco.
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Ejercicio opcional 6-2



8.1.



Modelo del sistema de comunicación



El sistema se modela con la función de MATLAB, sistema_comunicacion_calculando_p_i, esta recibe por parámetros: N, lambda_01, lambda_11, P_0, P_1, alpha_0, alpha_1, usar_estimador_de_fases, A, L, sigma2_W



Y la función devuelve, la probabilidad de error teórica, la estimada y las probabilidades de error finales que se calcularon para P_0 y P_1:



P_e_est, P_e, P_0, P_1



La explicación detallada de la implementación de esta función se puede ver en sus comentarios y los de las funciones que esta llama a su ves, se tuvo cuidado de hacerlos lo suficientemente detallados.



8.2.



Resolución del ejercicio 6-2



El ejercicio usa un modelo del sistema que es idéntico al usado anteriormente, la única diferencia es que en lugra de asumir que las probabilidades de cada símbolo es 0.5, está se inicia en ese valor y se va recalculando a medida que se van recibiendo, luego se retorna el valor calculado final, es decir se esta estimando esta probabilidad. La función imprime por pantalla estos valores finales y grafica todos los valores estimados para las diferentes corridas y sus medias.



A continuación se incluye el gráfico obtenido:. 1er cuatrimestre de 2012
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Figura 8.1: Gráfico 1, ejercicio 6.2.
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Conclusiones para el ejercicio 6-1



Cómo era de esperarse los valores obtenidos está muy cerca de los valores teóricos de 0.5: Las medias para P_0 y P_1 entre todas las corridas son: P_0 = 0.497465 P_1 = 0.502535
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Ejercicio opcional 6-3



9.1.



Modelo del sistema de comunicación



El sistema solo se modela en forma parcial en este caso, ya que se analiza sólo el estimador de fases, el modelo utilizado es implementado con la función de MATLAB, obtener_datos_estimador_fase, esta recibe por parámetros: : N, alpha_0, alpha_1, A, L, sigma2_W Y la función devuelve las fases estimadas: alpha_0_est, alpha_1_est La explicación detallada de la implementación de esta función se puede ver en sus comentarios y los de las funciones que esta llama a su ves, se tuvo cuidado de hacerlos lo suficientemente detallados.



9.2.



Resolución del ejercicio 6-3



El ejercicio usa básicamente el mismo estimador de fases usados en el resto del tp, solo se le hizo una mejora basada en la corrección de la primera entrega, esta consistió en mejorar el algoritmo que decide la mejor estimación en base a los valores obtenidos para el mínimo y el máximo, se decide cuál de las dos fue afectada en menor medida por el ruido, comparando cuál está más cerca del valor teórico, pero notando también que dado cómo se calcula la convolución, por naturaleza el mínimo estará menos afectado por el ruido que el máximo (la mitad, ya que suma la mitad de muestras ruidosas), por lo tanto se tuvo esto en cuenta y se obtuvo un mejor y más consistente comportamiento del estimador de fases. Lo que se obtiene para las fases usadas para alpha_0 = π y alpha_1 = 0 es: alpha_0 = 3.103883 alpha_1 = 0.667953



sesgo alpha_0 = 0.037710 sesgo alpha_1 = 0.667953



A continuación se incluye el gráfico obtenido para la estimación de fases a medida que aumenta el número de bits utilizados para realizar la estimación:. 1er cuatrimestre de 2012
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Figura 9.1: Gráfico 1, ejercicio 6.3.
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Conclusiones para el ejercicio 6-1



El estimador es claramente consistente, ya que se puede ver fácilmente que su valor se estabiliza a medida que la longitud de la señal usada para estimar aumenta, pero parece ser sesgado, esto no se puede demostrar solo con simulaciones, para ello sería necesario un desarrollo teórico. Otra cosa a notar es que acá se muestra lo obtenido para las fases que se usaron en el tp, pero el valor del sesgo varía enormemente si estás se varían.
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