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PROBLEMAS RESULTOS DE FÍSICA II DEL CAPÍTULO 28 DEL HALLIDAY, RESNICK, Y KRANE Problema 2.- El aire húmedo se descompone (sus moléculas se ionizan) en un campo eléctrico de 3.0 Χ 106 N / C. ¿Cuál es la magnitud de la fuerza eléctrica sobre (a) un electrón y (b) un ion (con sólo un electrón faltante) en este campo? Solución.E



E FE



FE



+e



-e



(a) La fuerza sobre un electrón en este campo eléctrico es F = -eE, de magnitud:



F = eE = ( 1.60× 10 −19C ) ( 3.0× 10 6 N / C )= 4.80× 10− 13 N ≅ 48× 10− 14 N . La fuerza apunta en sentido opuesto al del campo eléctrico. (b) La fuerza eléctrica sobre un ion de carga +e es de la misma magnitud pero en la dirección del campo eléctrico, F = +eE. ***************************



*******************



*****************************



Problema 4.- En un campo eléctrico uniforme cerca de la superficie de la Tierra, una partícula que tiene una carga de -2.0 Χ 10-9 C recibe la acción de una fuerza eléctrica hacia abajo de 3.0 Χ 10-6 N. (a) Halle la magnitud del campo eléctrico. (b) ¿Cuáles son la magnitud y la dirección de la fuerza eléctrica ejercida sobre un protón situado en este campo? (c) ¿Cuál es la razón de la fuerza eléctrica a la fuerza gravitatoria en este caso? Solución.-



E



-q



FE g



FE



+e



(a) El campo eléctrico apunta hacia arriba del suelo y tiene la magnitud: −6 F ( 3.0 ×10 N ) E= = = 1.5 × 103 N / C . −9 q ( 2.0 × 10 C )



(b) Un protón de carga positiva recibiría una fuerza en este campo hacia arriba, en la dirección del campo, F = +eE, cuya magnitud es:



F = eE = ( 1.6× 10 −19C ) (1.5× 103 N / C )= 2.4× 10− 16 N . (c) La razón entre la fuerza eléctrica y la fuerza gravitacional sobre el protón es:



2.4 × 10−16 N ) ( FE eE = = = 0.146 ×1011 ≅ 1.5 ×1010. −27 2 Fg mg ( 1.67 × 10 kg ) ( 9.80m / s ) La fuerza eléctrica es muy grande comparada con la gravitacional, y no se toma en cuenta cuando se trabaja con cargas de orden atómico. **********************



*******************************



********************



Problema 6.- Calcule el momento dipolar de un electrón y un protón con una separación de 4.30 nm. Solución.-



-e



p



+e



d El momento dipolar eléctrico de un par de cargas de igual magnitud y signos diferentes, separadas una distancia d es:



p = qd . Si las cargas son un electrón y un protón, el momento dipolar eléctrico es:



p = qd . p = ed = ( 1.60× 10 −19C ) ( 4.30× 10− 9 m )= 6.88× 10− 28C⋅ m. El vector momento dipolar apunta de la carga negativa hacia la positiva. ************************



**********************



****************************



Problema 12.- Demuestre que las componentes de E debidas a un dipolo están dadas, en puntos distantes, por



1 3 pxz Ex = ⋅ , 4πε 0 ( x 2 + z 2 ) 5/ 2



2 2 1 p ( 2z − x ) Ez = ⋅ , 4πε 0 ( x2 + z2 ) 5/2



donde x y z son las coordenadas del punto P en la figura 22. Demuestre que este resultado general abarca los resultados especiales de la ecuación 10 y del problema 11. Solución.-



Figura 22.



d/2 d/2 El campo eléctrico en P de la carga +q está dado como:



E+ =



P



z



+q



-q



r1



1 q 1 q E− = ⋅ 2 = ⋅ . 4πε 0 r2 4πε 0  x 2 + ( z + d / 2 ) 2   



θ1 r2



r



x θ2 E+z E-x



E+ θ1



θ2 E-



E+x E-z



Para puntos distantes (z » d), los campos se aproximan por:



1 q ⋅ 2 , 4πε 0  x + z 2  1 q E− = ⋅ 2 2 . 4πε 0  x + z  E+ =



Las componentes de E+ son:



E+ x = E+ cosθ1 =



1 q x 1 qx ⋅ 2⋅ = ⋅ , 4πε 0 r1 r1 4πε 0  x 2 + ( z − d / 2 ) 2  3/ 2  



y,



E+ z = E+ senθ1 =



q ( z − d / 2) 1 q ( z − d / 2) 1 ⋅ 2⋅ = ⋅ . 4πε 0 r1 r1 4πε0  x 2 + ( z − d / 2 ) 2  3/2  



Las componentes de E- son:



E− x = E− cosθ 2 =



E



E-



1 q 1 q ⋅ 2 = ⋅ . 4πε 0 r1 4πε0  x 2 + ( z − d / 2 ) 2   



La carga –q produce en P el campo eléctrico:



E+



1 q x 1 qx ⋅ 2⋅ = ⋅ , 4πε 0 r2 r2 4πε 0  x 2 + ( z + d / 2 ) 2  3/2  



y,



E− z = E− senθ 2 =



q ( z + d / 2) 1 q ( z + d / 2) 1 ⋅ 2⋅ = ⋅ . 4πε 0 r2 r2 4πε 0  x 2 + ( z + d / 2 ) 2  3/2  



Las componentes de E- son negativas. Así, las componentes del campo eléctrico en P son:



1 qx 1 qx ⋅ − ⋅ 4πε 0  x 2 + ( z − d / 2 ) 2  3/2 4πε 0  x 2 + ( z + d / 2 ) 2  3/2       qx  1 1  = ⋅ −  3/2 3/2 4πε 0   x 2 + ( z − d / 2 ) 2   x2 + ( z + d / 2) 2          x 2 + z + d / 2 2  3/2 −  x 2 + z − d / 2 2  3/2  ( )   ( )   qx   = ⋅ . 4πε 0   x 2 + ( z − d / 2 ) 2  3/2  x 2 + ( z + d / 2 ) 2  3/2        E x = E+ x − E − x =



q ( z − d / 2) q ( z + d / 2) 1 1 ⋅ − ⋅ 4πε 0  x 2 + ( z − d / 2 ) 2  3/ 2 4πε0  x2 + ( z + d / 2 ) 2 3/2       z − d / 2) z + d / 2) ( ( q   = ⋅ −  3/ 2 3/ 2 4πε 0   x 2 + ( z − d / 2 ) 2   x2 + ( z + d / 2 ) 2        Ez = E+ z − E− z =



 z − d / 2  x 2 + z + d / 2 2  3/ 2 − z + d / 2  x2 + z − d / 2 2 3/2 ) ( )  ( ) ( )  q ( = ⋅ 3/2 3/ 2 4πε 0   x 2 + ( z − d / 2 ) 2   x2 + ( z + d / 2 ) 2      



  .  



Para usar la aproximación de punto distante consideremos el numerador de las anteriores ecuaciones, 3/2



2 primero analizamos  x 2 + ( z + d / 2 )  :  



 x2 + ( z + d / 2) 2   



3/2



=  r 2 + zd + d 2 / 4 



3/2



=  x 2 + z 2 + zd + d 2 / 4 



3/2



3/2



zd + d 2 / 4  3 = r 1 +  . 2 r  



Aquí r es la distancia desde el origen al punto P: r = x 2 + z 2 . El teorema del binomio de Newton está dado como:



n ( n − 1) 2 n ( n − 1) ( n − 2 ) 3 n A+ A + A + ggg 1! 2! 3! ≅ 1 + nA, en primera aproximación para A pequeño.



( 1 + A)



n



= 1+



Usando esta aproximación para d muy pequeño comparado con r, tendremos:



 x2 + ( z + d / 2)    2



3/ 2



zd + d 2 / 4  3 = r 1+  r2  



3/ 2



3  3 zd  ≅ r 3 1+ ⋅ 2  = r 3+ ⋅ rzd . 2  2 r 



De la misma manera tenemos:



 x2 + ( z − d / 2) 2   



3/2



=  x2 + z2 − zd + d 2 / 4 



 ( d 2 / 4 ) − zd   = r 3 1 + 2 r  



3/2



3/2



3  3 zd  ≅ r3 1 − ⋅ 2  = r3 − ⋅ rzd . 2  2 r 



Sustituyendo estas aproximaciones para las componentes del campo eléctrico tendremos:



  x 2 + z + d / 2 2  3/ 2 −  x 2 + z − d / 2 2  3/ 2  ( )   ( )   qx   Ex = ⋅  4πε 0   x 2 + ( z − d / 2 ) 2  3/ 2  x 2 + ( z + d / 2 ) 2  3/2         3 3 3  3 3   3  r + ⋅ rzd − r − ⋅ rzd ⋅ rzd − − ⋅ rzd       qx  qx  2 2 2 2     ≅ ⋅ = ⋅   3/ 2 3/ 2 6 4πε 0   x 2 + z 2   x 2 + z 2  4 πε r 0            qx  3rzd  qd 3xz 1 3 pxz = ⋅ 6  = ⋅ 5 = ⋅ . 4πε 0  r  4πε 0 r 4πε 0  x 2 + z 2  5/ 2  



 z − d / 2  x 2 + z + d / 2 2  3/ 2 − z + d / 2  x 2 + z − d / 2 2  3/ 2  ) ( )  ( ) ( )   q ( Ez = ⋅  3/ 2 3/2 4πε 0   x2 + ( z − d / 2) 2   x2 + ( z + d / 2) 2          3 3     z − d / 2 )  r 3 + ⋅ rzd  − ( z + d / 2 )  r 3 − ⋅ rzd   (  q  2 2     = ⋅  3/2 3/ 2 2 2 4πε 0   x2 + ( z − d / 2)   x2 + ( z + d / 2)          3 3 2 3 d2   3 3 2 3 d2  3 3 d − ⋅ rz d − ⋅ rz     r z − r d / 2 + ⋅ rz d − ⋅ rz  −  r z + r 2 2 2   2 2 2 2  q  = ⋅  3/ 2 3/2 4πε 0   x2 + ( z − d / 2) 2   x2 + ( z + d / 2) 2        



2 3 2 2 2 2 2 2 2 q ( 3rz d − r d ) q rd ( 3 z − r ) qd ( 3 z − x − z ) 1 p ( 2z − x ) = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ . 4πε 0 r6 4πε 0 r6 4πε 0 r5 4πε 0  x 2 + z 2  5/ 2  



L. C. Q. D. El campo eléctrico del dipolo para un punto sobre el eje x, P(x,0), está dado por la ecuación 10 del libro de texto:



Vemos de nuestras componentes que:



Ex ( x, 0 ) =



3 px ( 0 ) 1 ⋅ = 0. 4πε 0  x 2 + 0 5/2  



2 p ( 0 − x2 ) 1 1 p( x ) 1 p E z ( x, 0 ) = ⋅ = − ⋅ = − ⋅ . 4πε 0  x 2 + 0  5/ 2 4πε 0 x5 4πε 0 x3  



El signo negativo en la ecuación nos indica que el campo apunta en la dirección –z. Es el mismo resultado de la ecuación 10. El problema 28.11 del libro de texto nos dice que el campo del dipolo en un punto lejano del origen sobre el eje z, P(0,z), el campo está dado por.



Calculando los valores de las componentes que hemos encontrado arriba tendremos:



Ex ( 0, z ) =



3 p ( 0) z 1 ⋅ = 0. 4πε 0 0 + z 2  5/2  



2 1 p ( 2z − 0) 1 p Ez ( 0, z ) = ⋅ = ⋅ . 4πε 0 0 + z 2  5/2 2πε 0 z 3  



Este es el resultado del problema 28.11. ***************************



************************



***********************



Problema 14.- La figura 24 muestra un tipo de cuadripolo eléctrico. Éste consta de dos dipolos y sus efectos en puntos externos no se cancelan totalmente. Demuestre que el valor de E en el eje del cuadripolo para puntos a una distancia z del centro (supóngase que z » d) está dado por



E=



3Q , 4πε 0 z 4



donde Q (=2qd2) se llama momento cuadripolar de la distribución de cargas. z Solución.E+ ●



E+ P E-



Figura 24. z



+q d d



-q -q



x



+q



El campo eléctrico producido por el par de cargas negativas en el punto P apunta hacia abajo, y tiene magnitud dada por:



E− =



1 2q ⋅ . 4πε 0 z 2



El producido por la carga positiva más alejada de P apunta hacia arriba (color marrón en la figura) y su magnitud está dada por:



E+1 =



1 q ⋅ . 4πε 0 ( z + d ) 2



La carga positiva más cercana a P produce un campo hacia arriba (color rojo) cuya magnitud es:



E+2 =



1 q ⋅ . 4πε 0 ( z − d ) 2



El campo total será:



E = E+1 + E+2 − E− = q = 4πε 0



1 q 1 q 1 2q ⋅ + ⋅ − ⋅ 2 2 4πε 0 ( z + d ) 4πε 0 ( z − d ) 4πε 0 z 2



 1 1 2 ⋅ + − . 2 2 ( z − d ) z 2   ( z + d )



Simplificando, tendremos: 2 2 2 2 2  2  q ( z − d ) + ( z + d ) 2 q  ( z − 2 zd + d ) + ( z + 2 zd + d ) 2  E= ⋅ − 2= ⋅ − 2 2 2 2 4πε 0  ( z + d ) 2 ( z − d ) 2 z  4πε 0  z  z − d ( )   2 2 2 2    2 2 q  2 z 2 + 2d 2 2  2q  z ( z + d ) − ( z − d )  = ⋅ − = ⋅ 2 2 2 2  4πε 0  ( z 2 − d 2 ) 2 z 2  4πε 0  z z − d ( )     2 2 4 2 2 4   4 2q  z + z d − ( z − 2 z d + d )  2q = ⋅ = 2  4πε 0 4πε 0  z2 ( z2 − d 2 )  



 2 2  3z d − d 4  ⋅ .  z2 ( z2 − d 2 ) 2   



Haciendo la aproximación para z » d obtenemos: 2   2q  3 z 2 d 2  2q  3d 2  3 ( 2qd ) 3Q E≅ ⋅ = ⋅ = = . 4πε 0  z 2 ( z 2 ) 2  4πε 0  z 4  4 πε 0z 4 4 πε 0z 4  



L. C. Q. D. ****************************



********************



*************************



Problema 16.- La figura 25 muestra las líneas de campo de un campo eléctrico; El espaciamiento de las líneas, perpendicularmente a la página, es el mismo en cualquier parte. (a) Si la magnitud del campo en A es de 40 N/C, ¿qué fuerza experimenta un electrón en ese punto? (b) ¿Cuál es la magnitud del campo en B?



Solución.Figura 25.



E



A ● -e



F= -e E



(a) La magnitud de la fuerza que el campo ejerce sobre el electrón en A es:



F = eE = ( 1.60× 10 −19C ) ( 40N / C )= 64.0× 10− 19 N ≅ 6.4× 10− 18N . La fuerza apunta en la dirección opuesta a la dirección del campo eléctrico. (b) En la región del punto B las líneas de campo eléctrico están más separadas que en A, y se puede ver en la figura que la separación es del doble que en A. Por lo tanto, el campo en B es de la mitad que en A: 20 N/C. Recordemos que entre más separación entre las líneas de campo, menor magnitud tiene el campo. *************************



***************************



************************



Problema 20.- (a) En la figura 27, encuentre el punto (o los puntos) en donde el campo eléctrico es cero. (b) Dibuje cualitativamente las líneas de fuerza. y Solución.Figura 27. a EE+ E+ EP3● P1● P2● x -5q +2q EE+ E(a) En los puntos P1, P2 el campo eléctrico de las cargas ● E+ P no se puede anular. En P1 porque el campo de la carga 4 negativa es mayor que el de la carga positiva, y en P2 por ser vectores de la misma dirección, y en el punto P4 los campos de las dos cargas tienen direcciones diferentes y no se pueden anular. Sólo en puntos a la derecha de la carga positiva, P3, el campo puede ser cero. Aunque la carga negativa es de mayor magnitud que la positiva, está más retirada que la positiva. Obviamente, en distancias infinitas el campo se hace cero, pero cerca de las cargas sólo en el punto P3 el campo es cero. Las coordenadas del punto P3 son (x, 0), y el valor de la coordenada x la obtenemos de:



E = E + − E− = Esto es:



1 2q 1 5q ⋅ − ⋅ = 0. 2 4πε 0 ( x − a ) 4πε 0 x 2



2



( x − a)



=



2



5 . x2



Obtenemos, entonces:



2 x 2 = 5 ( x − a ) = 5( x 2 − 2ax + a2 ) . 2



La ecuación cuadrática



3x 2 − 10ax + 5a 2 = 0, tiene las soluciones:



x= =



10a ±



( −10a ) − 4 ( 3) ( 5a2 ) 2 ( 3) 2



(



10a ± 40a 2 = 6



)



5 ± 10 a 10a ± 2 10a = . 6 3



La solución x- representa un punto entre las cargas como el punto P2:



x− =



( 5−



)



10 a 3



≅ 0.613a .



Entonces, la coordenada x del punto P3 es:



x+ =



(5+



)



10 a 3



≅ 2.72a.



(b) Las líneas de fuerza salen de las cargas positivas y llegan a las negativas. La carga de mayor magnitud produce más líneas que las de menor intensidad (el número de líneas que salen, o llegan, es proporcional a la intensidad de la carga). En nuestro problema la intensidad de las cargas está en una razón de 2 a 5. En nuestro diagrama de líneas de fuerza por cada dos líneas que salgan de +2q deben llegar cinco a -5q. Veamos el ejemplo siguiente, donde está en la razón de 2 a 1.



***********************



****************************



***********************



Problema 26.- ¿A qué distancia a lo largo del eje de un anillo cargado de radio R es máxima la intensidad del campo eléctrico axial? Solución.El campo eléctrico axial del anillo de carga está dado como:



Ez =



1 qz ⋅ . 4πε 0 ( z 2 + R 2 ) 3/2



El campo es cero en el centro del anillo (z = 0), crece con el aumento de z debido al término en el numerador, pero decrece debido al término en el denominador hasta llegar a un valor máximo, y luego decrecerá. Para encontrar en qué punto es máximo este campo hay que derivar con respecto a z y después igualar a cero:



 dEz d  1 qz = ⋅ dz dz  4πε 0 ( z 2 + R 2 ) 3/ 2 



 = q  4πε 0 



 1 3 z2  ⋅ − ( z 2 + R 2 ) 3/ 2 ( z 2 + R 2) 5/2 



  =0.  



De aquí obtenemos que:



( z + R ) − 3z (z +R ) 2



2



2



2 5/2



2



=



R2 − 2z2



(z



2



+R



)



2 5/2



= 0.



Entonces, el valor de z para Ez máximo es:



z = R / 2. El valor del campo máximo es:



Ezmáx



(



)



q R/ 2 1 q R = Ez z = R / 2 = ⋅ = ⋅ 3/2 3/2 2 2 4πε 0  4πε0 2   R 2 R/ 2 +R 2 +R     2 



q = ⋅ 4πε 0



(



)



)



( 2) R = q ⋅ 2 . q = ⋅ 4πε 0 2 [ 3] 3/2 R 3 4πε0 ( 3) 3/2 R 2 3/2



R  3R 2  2   2 



(



3/2



**********************



*************************



************************



Problema 30.- Una varilla de vidrio está doblada en un semicírculo de radio r. Una carga +q está uniformemente distribuida a lo largo de la mitad superior, y una carga –q está uniformemente distribuida a lo largo de la mitad inferior, como se muestra en la figura 30. Determine el campo eléctrico E en P, el centro del semicírculo. y Solución.dq1 Figura 30.



r



dE+cosθ



θ



x dE+



dEθ dq2



E



El campo eléctrico producido por un diferencial de carga dq1 en la parte superior de la varilla semicircular tiene la misma magnitud del campo producido por un dq2, diametralmente opuesto en la mitad inferior, pero de dirección diferente:



dE+ =



1 dq1 1 dq2 ⋅ 2 = dE− = ⋅ . 4πε 0 r 4πε 0 r 2



De tal manera que las componentes horizontales se anulan (componentes en x), y se suman las componentes verticales (las componentes en y). Basta integrar una de las dos componentes verticales, digamos dE+y para obtener el campo eléctrico de la varilla en P:



E+ y = =



π /2 dq π /2 λ rdθ 1 1 1 ⋅∫ cos θ = ⋅ cosθ 4πε 0 0 r 2 4πε 0 ∫0 r2



1 λ 1 λ π /2 ⋅ ⋅ [ senθ ] 0 = ⋅ . 4πε 0 r 4πε 0 r



Aquí, la densidad lineal de carga es:



λ=



q 1 2π r 4



=



2q . πr



El campo total en P es:



E = 2E + = 2 ⋅



1 λ 1 1 2q 1 q ⋅ = ⋅ ⋅ = 2 ⋅ 2. 4πε 0 r 2πε 0 r π r π ε 0 r



El campo apunta en la dirección –y: 1



q



E = π 2ε ⋅ r 2 (-j). 0 *********************



*******************************



************************



Problema 32.- Una barra aislante de longitud L tiene carga –q distribuida uniformemente a lo largo de su longitud, como se muestra en la figura 32. (a) ¿Cuál es la densidad de carga lineal de la barra? (b) Calcule el campo eléctrico en el punto P a una distancia a del extremo de la barra. (c) Si P estuviese muy lejos de la barra en comparación con L, la barra podría considerarse como una carga puntual. Demuestre que la respuesta de (b) se reduce al campo eléctrico de una carga puntual para a » L. Solución.-



Figura 32.



y



dx x



L + a -x



L



a



dE



●



x



El campo en P apuntará en la dirección hacia la barra negativa, es decir hacia la dirección –i o hacia el origen de coordenadas. (a) La densidad lineal de carga, carga por unidad de longitud, está dada como:



q λ =− . L



(b) El campo eléctrico en P es: L



L dq L 1 λ dx λ  1  E= ⋅∫ 2 = ⋅∫ = ⋅ 2 4πε 0 0 r 4πε 0 0 ( L + a − x ) 4πε 0  L + a − x  0



=



λ 1 1  λ L ⋅ − = ⋅ . 4πε 0  a L + a  4πε 0 a ( L + a )



En términos de q el campo es, en magnitud:



E=



( q / L) ⋅ 4πε 0



L 1 q = ⋅ . a ( L + a ) 4πε 0 a ( L + a )



Este campo apunta hacia el origen. (c) Si a » L el campo en P será:



1 q 1 q 1 q ⋅ = ⋅ = ⋅ 2. a ? L 4πε 4πε 0 a ( a ) 4πε 0 a 0 a ( L + a)



E ( a ? L ) = lím



Éste es el campo de una carga puntual q en el origen. L. C. Q. D. ***********************



*********************



****************************



Problema 34.- Una barra aislante “semiinfinita (Figura 34) tiene una carga constante por unidad de longitud igual a λ. Demuestre que el campo eléctrico en el punto P forma un ángulo de 450 con la barra y que este resultado es independiente de la distancia R. Solución.-



y



Figura 34.



dx



x



dEx dE



θ



R



r dEy



Un diferencial de carga dq = λdx produce en P el campo:



dE =



1 dq 1 λdx ⋅ 2 = ⋅ . 4πε 0 r 4πε 0 ( R 2 + x 2 ) 2



Tiene dos componentes. La componente x está dada por:



dq



x



dEx = dEcosθ = =



1 λ dx 1 λ dx x ⋅ cosθ = ⋅ ⋅ 2 2 4πε 0 ( R 2 + x 2 ) 4πε 0 ( R 2 + x 2 ) R2 + x2



λ xdx ⋅ . 4πε 0 ( R 2 + x 2 ) 3/ 2



La componente y es:



dE y = dEsenθ = dE ⋅



R 1 λ dx = ⋅ ⋅ r 4πε 0 ( R 2 + x 2 ) 2



R R2 + x2



=



Rλ dx ⋅ . 4πε 0 ( R 2 + x 2 ) 3/2



La componente x apunta en la dirección –i y tiene magnitud: ∞



  ∞ λ xdx λ  1  Ex = ⋅ = ⋅ − 4πε 0 ∫0 ( R 2 + x 2 ) 3/ 2 4πε 0  ( R2 + x2 ) 1/2   0 λ 1 λ 1  = ⋅ − 0 = ⋅ . 4πε 0  R  4πε 0 R La componente y apunta en la dirección –j y tiene la magnitud:



∞



Ey = =



Rλ ∞ dx ⋅∫ 4πε 0 0 ( R 2 + x 2 ) 3/2



  Rλ  x  = ⋅ 4πε 0  R 2 ( R 2 + x 2 ) 1/2   0



λ λ 1 ⋅ [ 1 − 0] = ⋅ . 4πε 0 R 4πε 0 R



Las dos componentes son iguales en magnitud, y el campo eléctrico en P es: E = Ex(-i) + Ey(-j) = Ex(-i -j). Entonces, el ángulo que forma el campo total con la barra es de 450: y



E  φ = tan  y  = tan −1 ( 1) = 450.  Ex  −1



x



R



Ex 450 E



Ey



Este resultado es independiente de R. *****************************



L. C. Q. D. ************************



**********************



Problema 36.- Un arma de defensa considerada para la Iniciativa de Defensa Estratégica (Stars Wars) usa haces de partículas. Por ejemplo, un haz de protones que choque con un proyectil dirigido (misil) enemigo podría volverlo inocuo. Tales haces pueden producirse en cañones que emplean campos eléctricos para acelerar a las partículas cargadas. (a) ¿Qué aceleración experimentaría un protón si el campo eléctrico fuera de 2.18 Χ 104 N / C? (b) ¿Qué velocidad adquiriría el protón actuara sobre una distancia de 1.22 cm? Solución.-



x +e



a



v



E



(a) La aceleración del protón en un campo eléctrico es a = F / m = eE / m. La dirección es la del campo eléctrico, y la magnitud es: −19 4 eE ( 1.60 ×10 C ) ( 2.18 ×10 N / C ) a= = m ( 1.67 ×10−27 kg )



= 2.088 ×1012 m / s 2 ≅ 2.09 ×1012 m / s 2 . (b) Si el protón parte del reposo, al recorrer la distancia x llegará con la velocidad dada por:



v 2 = v02 + 2ax = 2ax. Así, la velocidad será:



v = 2ax = 2 ( 2.09 × 1012 m / s 2 ) ( 1.22 × 10 −2 m ) = 2.258 ×105 m / s ≅ 2.26 ×10 5 m / s. *********************



*************************************



*****************



Problema 42.- Dos grandes placas de cobre paralelas están separadas por 5.00 cm y tienen un campo eléctrico uniforme entre ellas como se muestra en la figura 35. De la placa negativa se suelta un electrón, al mismo tiempo que, de la placa positiva, se suelta un protón. Desprecie la fuerza de las partículas entre sí y calcule sus distancias respecto a la placa positiva cuando se cruzan. ¿No le sorprende que no necesite conocer el campo eléctrico para resolver este problema? Solución.-



+σ



-σ



+e



a- -e



a+ Figura 35.



x E d



La aceleración del protón, a+ = eE / mp, lo lleva a la distancia x desde la placa positiva en un tiempo t después de arrancar de reposo en la placa positiva. El electrón recorre la distancia d –x en el mismo tiempo habiendo arrancado desde el reposo en la placa negativa, con la aceleración a- = -eE / me. La distancia recorrida por el protón está dada por:



1 x = a +t 2 . 2 El electrón recorre la distancia dada por:



d −x=



1 2 a −t . 2



Aquí d es la separación de las placas. Dividamos ambas ecuaciones para eliminar el tiempo t:



d − x a− eE / me m p = = = . x a+ eE / m p m e Con esto, también eliminamos el campo eléctrico, y la distancia recorrida por el protón es:



  9.11×10 −31 kg )  me  (  x=d = ( 5.00cm )   −31 −27  me + m p  9.11 × 10 kg + 1.67 × 10 kg  ( ) ( )    = 2.726 ×10 −3 cm ≅ 2.73 × 10 −5 m = 27.3 µm. En este lugar se encuentran el electrón y el protón. Esta distancia no depende del campo eléctrico, pero si el tiempo para alcanzar esta posición. La razón de las aceleraciones del protón a la del electrón es proporcional al inverso de sus masas, por tener la misma magnitud de carga y estar en el mismo campo eléctrico. ************************



***********************



*****************************



Problema 44.- Un campo vertical uniforme E está establecido en el espacio entre dos placas paralelas grandes. Dentro del campo se encuentra suspendida, de un hilo de longitud L, una pequeña esfera conductora de masa m. Encuentre el periodo de este péndulo cuando a la esfera se le proporciona una carga +q si la placa inferior (a) está cargada positivamente y (b) está cargada negativamente. Solución.E m, +q



(a) +σ



E (b) -σ



(a) Si la placa inferior está cargada positivamente el campo eléctrico apunta verticalmente hacia arriba. La fuerza eléctrica sobre la esferita conductora de carga +q apunta hacia arriba, en dirección contraria a la del peso de la esfera. Si la esfera es sacada de su punto de equilibrio las fuerzas que actúan sobre ella son: el peso de la esfera, la fuerza eléctrica y la tensión en el hilo. Habrá una componente tangencial al arco de círculo de movimiento de la esfera, de la diferencia del peso y la fuerza eléctrica. Si el peso es mayor que la fuerza eléctrica, esta componente tiende a regresar a la esfera a su posición de equilibrio. Si la fuerza eléctrica es mayor que el peso de la esfera, la esfera queda separada de la posición de equilibrio. Veamos el gráfico siguiente.



θ



θ T



FE



x



Supongamos que la fuerza eléctrica es mayor que el peso. Entonces, para los ejes coordenados mg inclinados un ángulo θ con la vertical tendríamos:



∑F ∑F



x



= qEsenθ − mgsenθ = ( qE − mg ) senθ ≥ 0



y



= T + qEcosθ − mgcosθ = T + ( qE − mg ) cosθ = 0.



La fuerza en x llevará a la esfera hasta la placa superior donde θ = 900. La tensión en el hilo desaparece, y la esfera queda pegada a la placa. Si la fuerza eléctrica es igual al peso, entonces, la esfera queda suspendida con una tensión cero en el hilo. Si la esfera tiene un peso mayor que la fuerza eléctrica, la esfera oscilará alrededor de su posición de equilibrio como veremos en el inciso siguiente. (b) Si la placa inferior tiene una carga negativa el campo eléctrico entre las placas apunta hacia abajo. La fuerza de gravedad se suma con la fuerza eléctrica, y al sacar la esfera de su posición de equilibrio la fuerza resultante la hará oscilar alrededor de su posición de equilibrio. Las componentes de las fuerzas son, ahora:



θ



θ x



T



-(mg + qE) senθ



FE



mg



No a escala



-(mg + qE) cosθ



∑F ∑F



x



= −qEsenθ − mgsenθ = − ( qE + mg ) senθ = ma x



y



= T − qEcosθ − mgcosθ = T − ( qE + mg ) cosθ = 0.



De la segunda de las ecuaciones tenemos:



v2 T − ( qE + mg ) cosθ = mar = m ⋅ . L Esta es la ecuación para el movimiento radial. El movimiento tangencial está dado por:



d 2θ − ( qE + mg ) senθ = maT = mLα = mL ⋅ 2 . dt Para pequeños desplazamientos de la esfera podemos hacer la siguiente aproximación:



senθ ≈ θ . Tendríamos ahora la ecuación de movimiento tangencial de la esfera como:



( qE + mg ) ⋅θ = − qE + g  ⋅θ = − cte θ. d 2θ = − ( )   dt 2 mL  mL L  Es una ecuación de la función θ del tiempo que derivada dos veces seguidas con respecto al tiempo, resulta en la misma función θ multiplicada por una constante negativa. Este comportamiento es característico de las funciones senos y cosenos. Sea la solución de la ecuación anterior la función:



θ = θ0 cos ( ωt + φ) . Aquí, θ0, ω y Φ son constantes. Derivando esta ecuación obtenemos:



dθ = −θ 0ω sen ( ω t + φ ) , dt d 2θ = −θ 0ω 2 cos ( ω t + φ ) = −ω 2θ . 2 dt La constante θ0 es llamada la amplitud de la oscilación, es decir que tanto se desplaza la esfera a uno y otro lado de la vertical. La constante Φ se llama constante de fase, y nos dice dónde y cómo empieza el movimiento. Finalmente, la constante ω se llama frecuencia angular de la oscilación. Se relaciona con la frecuencia de oscilación, ν por:



ν=



ω . 2π



El periodo de la oscilación, es decir el tiempo que tarda la esfera en dar una vuelta completa, de ida y vuelta entre θ0 y -θ0 se relaciona con la frecuencia. La frecuencia es el número de veces que la esfera da una vuelta completa por segundo. La relación es:



T=



1 2π = . ν ω



Una comparación de las ecuaciones para la segunda derivada nos dice que:



g qE + . L mL



ω=



En un péndulo simple, donde sólo actúa la fuerza de gravedad, la frecuencia angular está dada por:



g . L



ω=



Así el periodo de la oscilación de la esfera conductora cargada es:



T=



2π = ω



2π g qE + L mL



= 2π



L . g + ( q / m) E



Para un péndulo simple el periodo es:



T = 2π



L . g



Si en el inciso (a) el peso es mayor que la fuerza eléctrica, el periodo de oscilación es:



T = 2π ***********************



L . g − ( q / m) E



********************



****************************



Problema 46.- Un electrón está limitado a moverse a lo largo del eje del anillo de carga, como se vio en la sección 28-5. Demuestre que el electrón puede realizar oscilaciones pequeñas, cuando pasa por el centro del anillo, con una frecuencia dada de



ω=



eq . 4πε 0 mR 3



Solución.-



z



z P(0, 0, z) ●



E eFE



q R



O e



FE



-



E



El anillo de carga q produce un campo eléctrico sobre un punto P(0,0,z) de su eje, el eje z de la figura dado por:



Ez =



qz



4πε 0 ( z + R 2



)



2 3/2



.



El campo apunta hacia arriba para z > 0 y, hacia abajo para z negativa. El campo en el centro del anillo (z = 0) es igual a cero. Es decir, al cruzar el origen de coordenadas cambia de dirección. La fuerza sobre un electrón que se encuentre en el centro del anillo es cero, y si sube un poco por el eje recibe una fuerza hacia el origen (fuerza restauradora del equilibrio); si el electrón está en un punto abajo del origen sobre el eje, la fuerza que siente es hacia el origen, ver el segundo dibujo. Entonces, el origen es un punto de equilibrio y el electrón puede oscilar alrededor del origen sobre el eje del anillo. Para puntos cercanos al origen R » z, y podemos hacer la siguiente aproximación para el campo del anillo:



Ez = lím z= R



qz



4πε 0 ( z 2 + R



)



2 3/ 2



=



qz



4πε 0 ( R



)



2 3/ 2



=



qz . 4πε 0 R 3



La fuerza sobre el electrón es, entonces:



Fz = −eEz = −



 eq eqz = −  3 4πε 0 R 3  4πε0 R



La ecuación del movimiento oscilatorio del electrón es:



maz = m



 eq  d 2z = − z. 2 3  dt 4 πε R 0  



 z 



Esto es:



  d 2z eq = − z = −ω 2 z. 2 3  dt  4πε 0 mR  La solución de esta ecuación será:



z = z0 cos ( ω t + φ ) . La frecuencia angular de la oscilación es:



ω=



eq . 4πε 0 mR 3 L. C. Q. D.



*****************************



*********************



***********************



Problema 48.- Un dipolo eléctrico, que consta de cargas de 1.48 nC de magnitud separadas por 6.23 µm se encuentra dentro de un campo eléctrico de 1,100 N / C de intensidad. (a) ¿Cuál es la magnitud del momento dipolar eléctrico? (b) ¿Cuál es la diferencia de la energía potencial correspondiente a las orientaciones dipolares paralela y antiparalela al campo? Solución.+q d



E



p



A



P



p



p -q



(a) El momento dipolar está dado por p = qd, donde q es la magnitud de cualquiera de las dos cargas, y, d es la separación entre ellas. Entonces, la magnitud del momento dipolar es:



p = qd = ( 1.48 × 10 −9 C ) ( 6.23× 10− 6 m ) = 9.220× 10− 15C⋅ m ≅ 9.22 × 10 −15 C ⋅ m = 9.22fC ⋅ m. (b) La energía potencial del sistema dipolo eléctrico-campo eléctrico externo al dipolo está dada por:



ur ur U = − p gE = − pEcosθ . Entonces, si el dipolo es paralelo al campo, θ = 0, y la energía es:



U ( θ = 0 ) = − pEcos00 = − pE( +1) = − pE. Cuando el dipolo es antiparalelo al campo, θ = 1800, y la energía potencial del sistema es:



U ( θ = 180 0 ) = − pEcos1800 = − pE (− 1 )= + pE . Luego, la diferencia en la energía potencial para las dos posiciones del dipolo es:



∆U = U ( θ = 0 ) − U (θ = 180 0 )= − pE− pE= − 2 pE . **************************



*************************



************************



Problema 50.- Una carga q = 3.16 µC está a 28.5 cm de un pequeño dipolo a lo largo de su bisectriz perpendicular. La fuerza sobre la carga es igual a 5.22 Χ 10-16 N. Muestre con ayuda de un diagrama (a) la dirección de la fuerza sobre la carga y (b) la dirección de la fuerza sobre el dipolo. Determine (c) la magnitud de la fuerza sobre el dipolo y (d) el momento dipolar del dipolo. Solución.(a) La fuerza eléctrica sobre una carga puntual q en un campo eléctrico E es F = qE. Si la carga es positiva la dirección de la fuerza es la del campo. La tangente a las líneas de campo eléctrico nos da la dirección del campo. En la figura vemos la dirección del campo en puntos de la bisectriz del dipolo en color rojo, y en azul la fuerza eléctrica sobre la carga q.



(b) En la figura siguiente vemos la dirección de la fuerza sobre el dipolo ejercida por la carga puntual. Es la misma fuerza en magnitud que el dipolo le ejerce a la carga puntual, pero de dirección opuesta.



Es la suma de las componentes “horizontales” de las fuerzas ejercidas por la carga puntual sobre las cargas del dipolo. Las componentes “verticales” se anulan.



q ● F-q



+q F+



(c) La fuerza que ejerce el dipolo sobre la carga puntual es de 5.22 Χ 10-16 N, la que ejerce la carga puntual sobre el dipolo tiene esta misma magnitud. (d) El campo eléctrico del dipolo sobre la bisectriz a una distancia x del dipolo está dado por:



Ex =



p 1 ⋅ . 4πε 0 ( x 2 + d 2 / 4 ) 3/2



Aquí, d es la separación entre las cargas positiva y negativa del dipolo, y p es el momento dipolar del dipolo. Para puntos lejanos al dipolo (x » d) el campo eléctrico lo aproximamos por:



Ex = lím x? d



p 1 p 1 p 1 ⋅ = ⋅ = ⋅ . 3/2 3/2 4πε 0 ( x 2 + d 2 / 4 ) 4πε 0 ( x2 ) 4πε 0 x 3



La fuerza que ejerce el dipolo sobre la carga puntual es:



F = qE x =



q p ⋅ 3. 4πε 0 x



Entonces, el momento dipolar del dipolo será:



p=



F ( 4πε 0 ) x 3 q



=



( 5.22 ×10



−16



N ) ( 28.5 ×10 −2 m )



( 8.99 ×10 N ⋅ m 9



2



3



/ C 2 ) ( 3.16 ×10 −6 C )



= 4253.6 ×10 −25 C ⋅ m ≅ 4.25 ×10 −28 C ⋅ m.



Este valor es alrededor de 100 veces más grande que el momento dipolar de una molécula de agua (H2O) que tiene el valor de 6.2 Χ 10-30C●m. *********************



***********************



*****************************



Problema 52.- Encuentre la frecuencia de oscilación de un dipolo eléctrico, de momento p e inercia de rotación I, para pequeñas amplitudes de oscilación alrededor de su posición de equilibrio en un campo eléctrico uniforme E. Solución.El momento de torsión, o momento de fuerza o torca sobre el dipolo en el campo eléctrico uniforme externo está dado por τ = p Χ E. Entonces, cuando el dipolo es paralelo al campo el momento de torsión es cero. Esa orientación es la posición de equilibrio del dipolo con respecto al campo eléctrico. Si lo desplazamos angularmente de esa posición, el momento de fuerza lo hace regresar a la posición de equilibrio, es decir el dipolo realizará un movimiento oscilatorio alrededor de su posición de equilibrio. θ E



p



E



●●



τ “sale”



θ ●●



p



τ



p



θ



E



τ E q0



Posición de equilibrio. La torca o momento de torsión que tiende a regresar al dipolo a su posición de equilibrio está dada por:



τ = − pEsenθ . Para ángulos pequeños (pequeñas amplitudes de oscilación) podemos hacer la siguiente aproximación:



senθ ≅ θ . Así, el momento de torsión es:



τ = − pEsenθ ≅ − pEθ . La ecuación de movimiento del dipolo (segunda ley de Newton) es:



d 2θ τ =I 2 . dt Aquí, I es el momento de inercia de rotación del dipolo. Luego, tenemos:



τ =I



d 2θ = − pEθ . dt 2



O bien:



d 2θ  pE  = − θ = − ( cte ) θ . 2 dt  I  La función θ es tal que derivada dos veces con respecto al tiempo nos da la misma función multiplicada por una constante. Esto es una característica de las funciones senoidales. Una solución para esta ecuación es:



θ = θ0 cos ( ωt + φ) . Las cantidades θ0, ω y Φ son constantes llamadas amplitud de la oscilación, frecuencia angular y constante de fase de la oscilación, respectivamente. Derivando la función dos veces con respecto al tiempo tendremos:



dθ = −θ 0ω sen ( ω t + φ ) dt d 2θ = −θ 0ω 2 cos ( ω t + φ ) = −ω 2θ . 2 dt Vemos que la constante en la ecuación de movimiento es ω2. Entonces, la frecuencia angular de oscilación es:



ω=



pE . I



La frecuencia de la oscilación (oscilaciones completas en la unidad de tiempo) es:



ν=



ω 1 = 2π 2π



pE . I



El periodo de la oscilación (tiempo para dar una oscilación completa) es:



T= ************************



1 = 2π ν



I . pE



************************



**************************
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