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INTRODUCTION
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Le cycle terminal des séries ES et L doit permettre aux élèves de développer leur sens critique vis-à-vis des informations chiffrées et de les former à la pratique d’une démarche scientifique. Le programme de la première peut être abordé selon plusieurs angles, mais il ne faudrait surtout pas le concevoir comme une succession de chapitres cloisonnés. Il conviendra donc de concevoir, dès le début de l’année, une progression alternant les différentes notions à traiter, de telle sorte que les concepts abordés soient repris tout au long de l’année. Vous retrouverez d’ailleurs dans le manuel notre volonté de varier au maximum les situations et problèmes au sein de chaque chapitre, afin de réinvestir les différents thèmes, ainsi que les notions du collège comme le calcul algébrique et la géométrie plane. Chaque chapitre de ce manuel propose des travaux pratiques que nous avons choisis les plus diversifiés possibles. Ils sont classés en deux catégories : • les activités utilisant l’outil informatique ou la calculatrice ; • les activités qui mettent en œuvre une démarche algorithmique. Dans chacun de ces problèmes, les élèves auront l’occasion de chercher, d’appliquer des techniques, d’effectuer des essais, de conjecturer avec les TICE puis d’élaborer des démonstrations. L’utilisation des TICE est tout à fait adaptée à l’acquisition de nombreuses notions du programme de première. Il s’agit d’exploiter toutes les possibilités offertes afin d’enrichir l’apprentissage et les méthodes d’investigation. L’outil informatique permet en effet d’obtenir rapidement une représentation concrète du problème étudié. Des modifications des configurations en jeu peuvent mettre en évidence les propriétés à démontrer et toute l’attention peut alors se porter sur la démonstration elle-même. Nous proposons cependant dans certains cas soit une illustration, soit une vérification du résultat obtenu à l’aide de la calculatrice ou d’un logiciel adapté à la situation étudiée. Il importe que la diversité de ces activités se retrouve aussi dans la nature des travaux proposés aux élèves : des travaux dirigés en groupe, des travaux en autonomie, des activités en salle informatique ou des devoirs personnels réalisés à la maison. Des commentaires dans ce sens aideront les professeurs dans leur choix. Nous avons essayé de proposer, au sein de chaque chapitre, des problèmes de difficultés progressives, en particulier dans le domaine de l’algorithmique. À l’issue de la classe de seconde, les élèves ont déjà acquis une certaine expérience avec les logiciels usuels : le tableur et un logiciel de géométrie dynamique. L’algorithmique, et plus particulièrement la programmation dans un certain langage, est quant à elle une activité nouvelle depuis la classe de seconde et doit se poursuivre dans les classes du cycle terminal. Nous n’avons privilégié aucune syntaxe particulière, ce qui vous permet d’utiliser ce guide avec ses fichiers quels que soient le matériel et les logiciels utilisés dans votre établissement. La plupart des travaux pratiques peuvent cependant être réalisés assez simplement à l’aide d’une calculatrice. Ce qui permet une très large utilisation de ce guide.
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Vous trouverez dans ce livre du professeur des commentaires, des éléments de correction, ainsi que des indications sur la mise en œuvre des travaux pratiques avec les élèves. Un nombre important de ces activités peut être réalisé avec l’outil informatique. En complément, vous trouverez des fichiers sur le CD d’accompagnement, sous de nombreuses versions : • Excel et OpenOffice pour les fichiers tableurs ; • Casio et Texas pour les tracés et la programmation à l’aide de la calculatrice ; • GeoGebra pour certaines représentations graphiques de fonctions ; • AlgoBox, Python, Scilab et Xcas pour les programmes qui illustrent les algorithmes ; • Xcas pour le calcul formel. Ces fichiers vous permettront d’une part de visualiser les résultats demandés, de tester les algorithmes ou les figures dynamiques, mais également d’illustrer vos explications lors de synthèses collectives avec les élèves. Certains de ces fichiers sont à la disposition des élèves sur le site compagnon, intégralement ou partiellement complétés, plus particulièrement lorsque le problème consiste soit à modifier, compléter ou corriger un algorithme, soit à effectuer des simulations sur une feuille de calcul d’un tableur. Ils serviront ainsi de base de travail pour une activité en autonomie ou pour un devoir à réaliser à la maison. Nous espérons que ce livre répondra à vos attentes et qu’il vous apportera des pistes intéressantes pour une présentation efficace du programme de première ES et L.



Les auteurs.
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CORRIGÉS DES ACTIVITÉS, TP ET EXERCICES
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PARTIE A



ALGÈBRE ET ANALYSE
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1. Pourcentages Objectifs et pré-requis L’objectif de ce chapitre est d’entraîner au calcul de pourcentages et d’approfondir cette notion de manière à développer l’esprit critique vis-à-vis de l’information chiffrée. Ce chapitre nécessite peu de pré-requis, cette notion étant étudiée tôt dans l’enseignement des mathématiques. L’usage de la calculatrice et de logiciels est recommandé pour traiter les données. Cela peut-être l’occasion d’une initiation à ces outils. Pour ces raisons, il est possible de débuter l’année par l’étude de ce chapitre. Quelques applications liées à l’économie comme la notion d’indice, d’élasticité-prix, de taux d’intérêts, de TVA ou encore de calculs d’impôts sont présentées dans le chapitre sous forme d’exercices et de travaux pratiques. Extrait du programme (Bulletin officiel n° 9 du 30 septembre 2010) : Contenus Pourcentages Lien entre une évolution et un pourcentage. Évolutions successives ; évolution réciproque.



Capacités attendues • Calculer une évolution exprimée en pourcentage. • Exprimer en pourcentage une évolution. • Connaissant deux taux d’évolution successifs, déterminer le taux d’évolution global. • Connaissant un taux d’évolution, déterminer le taux d’évolution réciproque.



▶ QCM Pour bien commencer Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le manuel, p. 264.



Corrigés des activités Marché de l’art et coefficient multiplicateur



1 1 ●



k=



27,84 ≈ 1,974, d’où : k ≈ 1,97. 14,10



En effet, le cours de l’action de la maison S a presque doublé en un an.



2 a. x ●



2



⎛ 87 ⎞ = ⎜1 + x , d’où : x2 = 1,87x1. 100 ⎟⎠ 1 ⎝



Le coefficient multiplicateur correspondant à cette évolution est : 1,87. 1 b. k ' = ≈ 0,5347, d’où : k’ ≈ 0,535 et x1 = 0,535x2. 1,87 x1 = 0,535 × 101,9 ≈ 54,5. Le chiffre d’affaires de la maison S fin 2009 était d’environ 54,5 millions de dollars.
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Publicité comparative et pourcentages d’évolution



2 1 ●



a.



V1 − V0 V0



=



85,16 − 70,04 ≈ 0,21587 70,04



b. Pour exprimer ce taux d’évolution en pourcentage, on le multiplie par 100. 0,21587 × 100 = 21,587, d’où un taux d’évolution de 21,587 %. Dans la publicité, ce taux d’évolution en pourcentage a été arrondi à l’unité.



2 ●



V 2 − V0 V0



=



93,59 − 70,04 ≈ 0,33623 70,04



Ce quotient représente le taux d’évolution du prix du caddie entre les marques Intersection et First Price. Ce taux d’évolution en pourcentage est de 33,623 %. Dans la publicité, ce taux d’évolution en pourcentage a été arrondi à l’unité. REMARQUE V2 − V1 V1



=



93,59 − 85,16 ≈ 0,09899 , et 0,09899 × 100 = 9,899. 85,16



Ce taux d’évolution en pourcentage entre les marques Lessombre et Intersection est d’environ 10 %. On ne peut pas retrouver ce taux à partir des données de la publicité (22 % et 34 %), car 34 – 22 = 12 et 12 % ⫽ 10 %.
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Fréquentation du musée national d’Art moderne 1262



1 a. × 100 ≈ 81,0012. Donc le nombre d’entrées au musée national d’Art moderne en 2001 repré● 1558 sente environ 81 % du nombre d’entrées en 2000. b. 81 – 100 = – 19. Le taux d’évolution en pourcentage du nombre d’entrées dans ce musée entre 2000 et 2001 est d’environ : – 19 %.



2 a. ●



Voici le tableau rempli à l’aide d’un tableur :



b. La formule entrée en C4 est : « C3- $B$3 ». ⎛ 81,84 − 73,88 ⎞ c. Calcul avec les indices : ⎜ ⎟⎠ × 100 ≈ 10,7742. 73,88 ⎝ La variation en pourcentage du nombre d’entrées dans ce musée entre 2003 et 2004 est donc d’environ : +10,77 %. REMARQUE ⎛ 1275 − 1151 ⎞ En calcul avec les effectifs : ⎜ ⎟⎠ × 100 ≈ 10,7732. Par arrondi au centième on obtient : 1151 ⎝ +10,77 %. On obtient donc la même valeur arrondie au centième avec les deux méthodes de calcul pour cette variation en pourcentage.



3 • Faux : le nombre d’entrées au musée a cessé de baisser. Par exemple, on enregistre en 2008 une ● évolution du nombre d’entrées de +76,44 % par rapport à l’année 2000. ⎛ 72,40 − 81,84 ⎞ • Faux : ⎜ ⎟⎠ × 100 ≈ −11,534. 81,84 ⎝



La variation du nombre d’entrées entre 2004 et 2005 est d’environ – 11,53 %, donc il ne s’agit pas d’une baisse de 9 %. ⎛ 176,44 − 81,84 ⎞ • Vrai : ⎜ ⎟⎠ × 100 ≈ 115,59 . 81,84 ⎝ Donc on peut dire que le nombre d’entrées entre 2004 et 2008 a progressé d’environ 116 %.
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Corrigés des Travaux pratiques TICE 1



Le coût de la rentrée scolaire



1 a. ●



184,73 × 100,86 % ≈ 186,32 b. +0,86 % c. L’indice en 2006 est 109,73. d. +9,73 %



2 a. b. et c. ● Sur TI :



d. On obtient le même résultat dans les deux cas : – 6,49 % environ. e. F, V, F f. La formule à saisir en liste L4 est : « = L1/L1(3)*100 ».



g.



h. Les taux d’évolution sont différents.



TICE 2



Monuments parisiens



1 La formule à saisir en C3 est : « = (C2-B2)/B2*100 ». Cette formule sera à recopier vers la droite. Pour ● faire afficher les valeurs arrondies au centième, il faut modifier le format de cellule puis celui des nombres en choisissant 2 décimales. On procédera de même pour la ligne 5.



2 a. ●



En utilisant l’assistant graphique du tableur, on pourra choisir le nuage de points reliés pour représenter les courbes. L’usage de l’option Nuage de points avec courbes lissées peut être conseillé à l’élève pour mieux visualiser les tendances d’évolution. b. Trois fois (en 2001, 2003 et 2005). c. Cinq fois (en 1999, 2001, 2003, 2004 et 2006). d. e. et f. Entre 2005 et 2008 : +53,93 %. Entre 1998 et 2005 : – 14,02 %. g. Pour l’Arc de Triomphe : +32,35 %. Pour les tours de Notre-Dame : – 5,63 %.
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3 a. et b. En utilisant l’assistant graphique du tableur, on pourra choisir Histogramme 2D pour obtenir ● une représentation en bâtons des variations en pourcentage de la fréquentation pour les deux monuments. Les valeurs pourront être affichées pour chaque année en ajoutant des Étiquettes de données.



c. Le taux d’évolution en pourcentage est quasiment nul en 2004 et 2005. Il y a eu deux baisses de fréquentation supérieures à 10 % en 1999 et 2003. d. V ; F.



TICE 3



Évolution de la population en zone urbaine



1 a. ●



La formule à saisir en E2 est : « = (C2-B2)/B2*100 ». Cette formule sera à recopier vers le bas. b. On procédera de la même manière pour les colonnes F et G. Pour faire afficher les valeurs arrondies au centième, il faut modifier le format de cellule puis celui des nombres en choisissant 2 décimales.



2 C’est un travail de lecture et d’interprétation des résultats obtenus à l’aide du tableur : ● a. b. c. d. e. f. g.



TICE 4



Une baisse. Dans le 75 entre 1999 et 2006 : 1,95 %. 92 et 93 (et 75). 77 et 78. 92 et 93. Le 75. 77, 78, 91 et 94.



Consommation et prix du tabac



1 a. ●



Reproduction du tableur avec le logiciel. b. Pour faire afficher les coefficients multiplicateurs en ligne 3, la formule à saisir en C3 est : « = C2/B2 », à recopier vers la droite. Ici, on ne recommandera pas à l’élève de faire tout de suite afficher des valeurs arrondies au centième car celles-ci ne permettraient plus ensuite une bonne précision des taux d’évolution en pourcentage. Pour faire afficher les taux d’évolution en pourcentage, on entrera en C4 : « = (C3-1)*100 », à recopier vers la droite. Pour faire afficher les valeurs arrondies au centième, on pourra modifier le format de cellule puis celui des nombres en choisissant 2 décimales.
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c. On procédera de même pour les lignes 6 et 7.



d. La consommation de tabac a augmenté lors de 3 années. En 2001, de 1,15 % ; en 2006, de 1,77 % ; en 2009, de 2,60 %. e. Entre 2000 et 2009, le prix du tabac cesse d’augmenter pendant 3 années consécutives de 2004 à 2006 en restant à 5 € (prix annuel moyen d’un paquet de cigarettes). On remarque que dans ce cas, la consommation de tabac à tendance à augmenter. Exemple : en 2006, la consommation augmente de 1,77 % alors que le prix du tabac est de 5 € depuis 3 ans. f. Les années où la consommation de tabac a le plus diminué sont 2003 : – 13,51 % et 2004 : – 16,83 %. Le prix du tabac semble avoir un effet sur sa consommation car on remarque que l’évolution du prix du tabac est en hausse ces années-là : 2003 : +13,33 % et 2004 : + 22,55 %. Plus le prix augmente, plus la consommation semble baisser. On pourra faire remarquer aux élèves que ces évolutions ne sont pas exactement proportionnelles. g. Taux de diminution de la consommation : – 33,37 %. Taux d’augmentation du prix : +67,19 %.



2 a. ●



L’élasticité e est le rapport du taux d’évolution en pourcentage de la consommation de tabac sur le taux d’évolution en pourcentage du prix du tabac. b. L’élasticité n’a pas d’unité puisqu’il s’agit du rapport de deux grandeurs sans unités (taux d’évolution). c. La formule à saisir en C8 est : « = C4/C7 ». Cette formule sera à recopier vers la droite. On pourra conseiller aux élèves d’arrondir les valeurs de l’élasticité au centième. Pour cela, on pourra modifier le format de cellule puis celui des nombres en choisissant 2 décimales. On pourra attirer l’attention des élèves sur un message d’erreur qui s’affiche en cellules G8 et H8 et leur demander l’interprétation (qui sera à expliciter dans la question 3.c.). d. Pour faire afficher l’élasticité prix globale entre 2000 et 2009, on entrera en ligne 12 la formule : « = B10/B11 ».



3 a. ●



« L’évolution globale des prix à la hausse est environ deux fois plus élevée que l’évolution globale de la consommation de tabac à la baisse entre 2000 et 2009 ». b. En 2002 : e = – 0,47 et en 2007 : e = – 0,62. c. Pour ces années le taux d’évolution des prix est nul donc cela mène à obtenir un dénominateur nul au quotient pour le calcul de e, ce qui est impossible, d’où le message d’erreur renvoyé par le tableur. d. e = – 1 pour l’année 2003. Interprétation : le pourcentage de hausse des prix est sensiblement égal au pourcentage de baisse de la consommation. On pourrait également obtenir e = – 1 pour un pour-
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centage de baisse des prix sensiblement égal à un pourcentage de hausse de la consommation, mais cette situation n’est pas envisageable car non compatible avec des objectifs de santé publique. e. En 2001 et 2009, on obtient une élasticité-prix positive. Interprétation : dans ces cas, l’évolution des prix et de la consommation augmente en même temps (hausses dans les 2 cas). En conclusion, on peut faire remarquer que des augmentations très conséquentes et successives du prix du tabac entraineraient semble-t-il une baisse significative de la consommation (années 2002, 2003, 2004) et une stagnation des prix, une hausse de la consommation (2006, 2009).



Algorithmique 1



Différents placements bancaires



1 a. ●



Au 1er février 2011 : 1001,46 €. Au 15 février 2011 : 1002,19 €. Au 1er janvier 2012 : 1017,5 €. 1017,5 − 1000 b. × 100 = 1,75 % 1000 c.



d. Au 1er janvier 2020 : 1168,99 €. Au 1er janvier 2025 avec un capital de départ de 1500 € : 1912,38 €.



2 a. et b. En C2, on saisit la formule « = B2*0,0175/24 ». ●



Le montant total des intérêts est de 10,94 €. Le capital de Nadia au 1er janvier 2012 est donc de 750,94 €. c.



3 a. ●



La variable I permet de stocker les intérêts par année. b. Le programme renvoie 750,94 €. Cela représente le capital de Nadia au 1er janvier 2012. Ce résultat est cohérent avec celui de la question 2.b.
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4 ●



Le capital de Nadia sera supérieur à celui d’Anaïs à partir de 2014.



Algorithmique 2



Calcul de l’impôt sur le revenu



1 a. ●



1134,42 euros b. 1460,68 euros c. 2921,36 euros



2 a. ●



p correspond au nombre de parts du foyer et r au revenu net global du foyer.



b.



c. Revenu net global du foyer (en euros)



Nombre de parts



Montant total de l’impôt sur le revenu pour le foyer (en euros)



40 000



2



2921,36



8 550



1



142,23



125 300



3



20889,54



203 775



2,5



50151,43



3 a. ●



Le quotient familial d’un couple marié ayant 2 enfants est de 3, celui ayant 3 enfants est de 4, et celui ayant 5 enfants est de 6. b.



c. D’après l’algorithme programmé sur Scilab, QF(0) = 2, QF(1) = 2,5, QF(2) = 3, QF(3) = 4, QF(4) = 5.
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4 a. ●



b. Revenu net global de la famille (en €) Nombre d’enfants à charge du couple Montant total de l’impôt sur le revenu (en €)



40 000 0



40 000 1



40 000 3



2921,36



2251,7



887,92



125 300 1



125 300 2



23672 ,95 20889,54



Corrigés des exercices et problèmes Exercices d’application 1 Prendre le quart d’une quantité revient à en prendre les 25 %. Prendre la moitié d’une quantité revient à en prendre les 50 %. Prendre les trois quart d’une quantité revient à en prendre les 75 %. 2 2,5 % de 780 € représentent : 2,5 × 780 = 19,5 €. 100 82 82 % de 24 € représentent : × 24 = 19,68 €. 100 Or, 19,5 < 19,68 donc les 2,5 % de 780 € représentent une somme inférieure à 82 % de 24 €. 3 Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 264. 87000 × 100 ≈ 95,666 . La part des ventes du 300000 nouveau T-Phone 4 représente 95,7 % environ des ventes de T- Phone.



4



5



a.



2,10 0,30 = 0,30 et × 100 ≈ 14,285. 7 2,10



La remise effectuée sur ce pack est d’environ 14,3 %. b. Sans cette remise, le pack de 8 pots coûterait : 8 × 0,30 = 2,40 €. 20 × 100 = 7,692. Cet acompte repré1560 sente environ 7,7 %. b. Soit x le prix de l’article. ⎛ 15 ⎞ x × ⎜1 − = 800 100 ⎟⎠ ⎝
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a.
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800 ≈ 941,176 15 1− 100 Le prix de cet article est d’environ 941,18 €. Donc x =



7 a. Réponse C. b. Réponse C. 19,6 × 170 = 33,32 et 170 + 33,32 = 203,32. 100 Pour un taux de TVA à 19,6 %, le montant de TVA sur cet article est de 33,32 € et le prix TTC de cet article est : 203,32 €. 5,5 b. × 170 = 9,35 et 170 + 9,35 = 179,35 100 Pour un taux de TVA à 5,5 %, le montant de TVA sur cet article est de 9,35 € et le prix TTC de cet article est : 179,35 €. 100,5 9 × 100 ≈ 15,690 640,5
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a.



Le taux de TVA sur cet article est de 15,69 %. 240279 × 100 ≈ 79,3 . Les femmes professeurs 302978 des écoles représentent 79,3 % des professeurs des écoles. 155701 × 100 ≈ 62,98. Les femmes professeurs 247218 certifiées représentent 62,98 % des professeurs certifiés. 28300 × 100 ≈ 49,24. Les femmes professeurs agré57479 gées représentent 49,24 % des professeurs agrégés. 3297 × 100 ≈ 17,64. Les femmes professeurs des 18686 Universités représentent 17,64 % des professeurs des Universités.
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11 Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 264. 12 a. La formule à entrer en Liste 3 est : « (L1/L2)*100 ». b. À l’aide du calcul sur listes de la calculatrice, on obtient :



La part en pourcentage du salaire moyen des femmes par rapport à celui des hommes est de : 79,43 % pour les cadres, 88,92 % pour les professions intermédiaires, 95,41 % pour les employés et 82,6 % pour les ouvriers. c. La catégorie dans laquelle le salaire moyen des femmes est le plus proche de celui des hommes est les employés pour une part de 95,41 %. d. Le rapport des salaires moyens ouvriers/cadres en pourcentage est : 5499 pour les femmes : × 100 = 38,8, soit 38,8 %. 39944 18765 pour les hommes : × 100 = 37,31, soit 37,31 %. 50290 On peut utiliser ici le calcul sur liste de la calculatrice pour effectuer ces calculs en entrant en Liste 4 : « L1(4)/L1(1)*100 » et faire de même pour les calculs des questions suivantes. e. Le rapport des salaires moyens employés/cadres en pourcentage est : 17358 × 100 = 43,46, soit 43,46 %. pour les femmes : 39944 18193 pour les hommes : × 100 = 36,18 , soit 36,18 %. 50290 f. Le rapport des salaires moyens professions intermédiaires/cadres en pourcentage est : 23566 pour les femmes : × 100 = 59, soit 59 %. 39944 26502 pour les hommes : × 100 = 52,7, soit 52,7 %. 50290 g. Le rapport des salaires moyens femmes/hommes toutes catégories confondues en pourcentage est : 21358 × 100 = 81,75 , soit 81,75 %. 26126 74 13 1. a. × 15,1 = 11,174. La superficie de la forêt 100 privée française est de 11,174 millions d’hectares. 21,5 b. × 100 ≈ 37,7192. Le pourcentage de bois 57 pour grumes récolté par an est d’environ 37,72 % des bois récoltés en France.



1,5 × 100 ≈ 20,1754. Le pourcentage de bois 57 pour papier ou panneaux récolté par an est d’environ 20,18 % des bois récoltés en France. 20 × 100 ≈ 35,0877. Le pourcentage de bois de d. 57 chauffe récolté par an est d’environ 35,09 % des bois récoltés en France. 2. a. Le pourcentage de la forêt française abattue lors des 2 dernières tempêtes est d’environ 3,3 % b. Le pourcentage de la forêt française reconstituée parmi la forêt française abattue est de 30 %. ⎛ 40 ⎞ = 79,8 3. a. 57 × ⎜ 1 + 100 ⎠⎟ ⎝ c.



Pour augmenter la récolte de bois de 40 % en 2020, il faudrait récolter 79,8 millions de m3. b. La quantité correspondante de bois à récolter en 2020 serait : • pour grumes : 30,1 millions de m3 ; • pour papier ou panneaux : 16,1 millions de m3 ; • pour bois de chauffe : 28 millions de m3.



14



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 264.
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a. 1 +



100 =2 100



200 =3 100 300 16 a. 1 + =4 100 150 c. 1 + = 2,5 100 e. 1,0004 c.
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1+



b. 0,99 d. 0,25 b. 0,85 d. 1 −



100 =0 100



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 264.



18 a. k = 2 : hausse de 100 % b. k = 0,5 : baisse de 50 % c. k = 1,01 : hausse de 1 % d. k = 0,06 : baisse de 94 % 19 a. k = 1,032 : hausse de 3,2 % b. k = 0,02 : baisse de 98 % c. k = 5 : hausse de 400 % d. k = 1,002 : hausse de 0,2 % 20



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 264.



21 Les expressions qui permettent de calculer les nouvelles valeurs en fonction des anciennes suite à 69 = 1,38). une évolution sont : b et c (car 50 22 Les expressions qui permettent de calculer les nouvelles valeurs en fonction des anciennes suite à 24 une évolution sont : a, c et d (car = 0,96). 25 1. Pourcentages • 21
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Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 264.



10450 × 100 ≈ 87,083. Le pourcentage de 12000 visiteurs étrangers au musée du Louvre en 2008 représentait environ 88,2 % des visiteurs. ⎛ 37 ⎞ = 1674086,57 b. 1221961 × ⎜ 1 + 100 ⎟⎠ ⎝
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a.



Le nombre d’entrées au Grand Palais en 2009 était d’environ 1 674 087.



25 Soit x le salaire horaire de cet ouvrier. On a : 35x + 5x × 1,25 = 287,10 41,25x = 287,10 x = 6,96 Le salaire horaire de cet ouvrier est donc de 6,96 €. 26



29 a. Pour our x = 80, 80 ×0,94 = 75,2. Cet algorithme renvoie donc une baisse de 6 %. b.



c. • Romain peut affirmer avoir 156 « amis » au 1er février 2011 sur son site communautaire. • D’après la question a, la nouvelle valeur de cet objet est de 75,2 €.



30



E En langage Scilab :



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 264.



27



28 Soit x le prix du produit pour une quantité q. Le magasin A propose un prix x pour une quantité de 1,2q. Le magasin B propose un prix égal à 0,8x pour une quantité q. Cela correspond pour le magasin A à un prix de 0,8x pour une quantité de : 0,8 × 1,2q = 0,96q. Donc le magasin A propose pour le même prix que le magasin B une quantité inférieure à celle proposée dans le magasin B. La proposition du magasin B est donc la plus avantageuse des deux. 22 • 1. Pourcentages



5,5



45



19,6



Livraison



16



5,5



Total



32



89,4



Montant (€)



3,9



Livres



Quantité



Boissons



Prix TTC (€)



Vêtements 24,5 19,6



TVA (€)



Taux TVA ( %)



Prix unitaire HT (€)



31



Article



Traduction de l’énoncé Le prix d’une voiture est fixé à 12000 € TTC. Le vendeur s’engage à une remise de 1000 € si l’acheteur échange son propre véhicule. Le vendeur propose également une remise de 5 % sur le prix après l’échange. a. Calculer le taux de remise total en pourcentage du prix initial TTC (arrondir au centième). b. Est-ce que le taux de remise serait identique si l’ordre des prélèvements était inversé, en déduisant d’abord 5 % du prix original, puis 1000 € au reste de la somme ? Quel est l’ordre le plus avantageux pour le client ? a. (12000 – 1000) × 0,95 = 10450 10450 − 12000 × 100 ≈ −12,92. Le taux de remise est 12000 de 12,92 %. b. (12000 × 0,95) – 1000 = 10400 10400 − 12000 × 100 ≈ −13,33. Le taux de remise est 12000 alors de 13,33 %. Le taux de remise ne serait pas identique si l’ordre des prélèvements était inversé. Le second ordre est plus avantageux pour le client.



4,8



29,3



2



58,6



0,21



4,11



3



12,33



8,82



54,27



2 107,64



0,88



16,88



1



16,88



14,71 104,11 8 195,45



Soit x le montant HT des travaux.



2 1 x × 1,196 + x × 1,055 = 1149 3 3 x × 3,447 = 1149 3 D’où x = 1000. Le montant de la TVA s’élève à 149 €.



33 Soit x le nombre d’emplois créés pour des jeunes sortis du système scolaire en 2005. ⎛ 1,75 ⎞ x × ⎜1 + = 69000 100 ⎟⎠ ⎝ x=



69000 = 67813 1,0175



34 a. Cet algorithme renvoie une valeur qui a subi une et algorit hausse de t %. À un prix TTC, cet algorithme renvoie le prix HT.



41



b.



c. Article



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 264.



42 Soit x le prix HT d’un repas. Le prix TTC d’un repas avec un taux de TVA à 19,6 % serait : 1,196x. Le prix TTC d’un repas avec un taux de TVA à 5,5 % serait : 1,055x. V0 = 1,196x et V1 = 1,055x.



Prix HT



Taux TVA



Prix TTC



850



19,6 %



1016,6



300



19,6 %



358,8



220,53



19,6 %



263,75



Livraison



86



5,8 %



90,73



Main d’œuvre



⎛ ⎛ 174 − 130 ⎞ ⎞ b. Environ 34 % ⎜ ⎜ × 100 ⎟ . ⎟ 130 ⎝ ⎠ ⎝ ⎠



284



5,5 %



299,62



44 2,02 – 0,30 = 1,72 1,72 − 2,02 ≈ 0,148514. 2,02



Parquet Matériel relayage Matériel pose



1740,53



2029,5



35



Soit x le nombre de demandeurs d’emplois en août 2010. x × 1,002 = 4,66 d’où x ≈ 4,6506. Il y avait environ 4,65 millions de demandeurs d’emplois en août 2010.



a. Environ 130 €.



Le taux d’évolution du prix du pot de café soluble est d’environ – 0,1485, soit en pourcentage : – 14,85 % environ.
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a a.



a a.



b. Vérification : x1 × 1,15 = 55,20 d’où : x1 = 48. Le prix HT de cet article est de 48 €.



37 a. x × 1,018 = 174 ; x ≈ 170,923. Le montant des frais d’inscription pour un étudiant en licence à la rentrée 2009 était d’environ 170,92 €. b. x × 1,026 = 237 ; x ≈ 230,994. Le montant des frais d’inscription pour un étudiant en master à la rentrée 2009 était d’environ 230,99 €. c. x × 1,026 = 359 ; x ≈ 349,9025. Le montant des frais d’inscription pour un étudiant en doctorat à la rentrée 2009 était d’environ : 349,90 €. d. x × 1,022 = 2569,3 ; x ≈ 2513,992. Le montant moyen des frais d’installation pour un étudiant francilien à la rentrée 2009 était d’environ : 2 513,99 €. 38



a. 300 % c. – 54,39 %



39



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 264.



b. – 66,67 % d. 38,55 %



22 × 100 = 40 . Le pourcentage de réduction 55 lié à ce tarif est de 40 %.



40



Si la baisse du taux de TVA passait de 19,6 % à 5,5 %, le taux de diminution du prix d’un repas serait d’environ 11,79 %.



43



Total



36



⎛ V1 − V0 ⎞ ⎛ 1,055x − 1,196x ⎞ ⎜ V ⎟ × 100 = ⎜⎝ ⎟⎠ × 100 ≈ −11,789 1,196x ⎝ ⎠ 0



b. i = 50 et f = 75, soit un taux d’évolution de 50 %. i = 90 et f = 60, soit un taux d’évolution de – 33,33 % environ.
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a.



Années



De 1970 à 1980



De 1980 à 1990



De 1990 à 2000



De 2000 à 2009



Coefficient 1,0116 1,8276 1,2516 1,0955 multiplicateur Taux d’évolution 1,16 % 82,76 % 25,16 % 9,55 % en % b. En liste 1 : on entre les valeurs des consommations de yaourts en kg par personne pour les années 70, 80, 90, 2000 et 2009. En liste 2 : on entre les valeurs des consommations de yaourts en kg par personne pour les années 80, 90, 2000 et 2009. En liste 3 : pour obtenir les coefficients multiplicateurs, on entre la formule « L2/L1 ».



1. Pourcentages • 23



En liste 4 : pour obtenir les taux d’évolution en %, on entre la formule : « L3*100 ». c. Voir tableau page précédente. La consommation des yaourts en France n’a cessé d’augmenter de 1970 à 2009. On note une importante évolution de cette consommation entre 1980 et 1990 : +82,76 %. En revanche, depuis 1990, la hausse de la consommation est de plus en plus faible : +25,16 % entre 1990 et 2000 puis +9,55 % entre 2000 et 2009. d. Le taux d’évolution global entre 1970 et 2009 est de 153,49 %.



47 Soit x le prix d’un produit acheté, 2x le prix de 2 produits identiques achetés hors promotion. Dans le cadre de la promotion, le prix de 2 produits identiques achetés est : x + 0,5x = 1,5x au lieu de 2x. La réduction a pour valeur : 2x − 1,5x = 0,5x. Le pourcentage de réduction réalisé sur la totalité 0,5x des 2 produits identiques est : × 100 = 25, soit 2x 25 %. 1500 × 100 = 93,75. L’indice de l’impôt sur 1600 le revenu de ce contribuable en 2009 est de : 93,75. 1600 118,75 × = 1900. Le montant de l’impôt sur 100 le revenu de ce contribuable en 2010 est de 1900 €. b. Le taux d’évolution en pourcentage du montant de l’impôt sur le revenu de ce contribuable de 2008 à 2009 est de −6,25 %, puis celui de 2009 à 2010 est de +18,75 %. c. L’indice du montant de cet impôt en 2011 est de : 118,75 × 1,04 = 123,5.
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a.



49 a.



Les valeurs des tableaux ci-dessous sont arrondies si besoin au centième. En Allemagne : Année



2000



Indice



100



Variation



2007



2008



Année



2000



2007



2008



2009



Indice



100



107,48



106,68



105,68



+7,48



+6,68



+5,68



Variation



50 a. Le taux d’évolution en pourcentage de la consommation en produits TIC entre 2000 et 2001 est de +14,14 %. b. Le taux d’évolution en pourcentage de la consommation en produits TIC entre 2000 et 2009 est de +184,24 %. c. • Vrai : Entre 2000 et 2006, l’évolution de la consommation de produits TIC est de : +119,38 %, ce qui correspond au coefficient multiplicateur : ⎛ 119,38 ⎞ 1 + ⎜ = 2,1938. On peut considérer que ⎝ 100 ⎟⎠ cette consommation a presque doublé. • Vrai : Entre 2000 et 2007, la consommation de produits TIC a augmenté d’environ 150 % en France puisque l’indice en 2007 est de 251,01, ce qui correspond à une évolution de 251,01 – 100 = 151,01, soit 151,01 %. d. L’évolution entre 2000 et 2001est de +14,14 %, ce qui correspond à un coefficient multiplicateur de 1,1414. Soit x l’indice du volume de consommation en produits TIC en 1999. On a : x × 1,1414 = 100. D’où x ≈ 87,6117. Donc cet indice en 1999 aurait été d’environ 87,61. e. On pourra conseiller ici utilement aux élèves d’utiliser le calcul sur listes de la calculatrice. Les coefficients multiplicateurs seront donnés à 10– 4 près pour permettre une précision suffisante. En liste 1 : on entre les indices de volume de consommation en produits TIC année par année. En liste 2 : en utilisant la formule : « L2 = L1/ L1(6)*100 », on obtient directement les indices en référence à l’année 2005. Année Indice



2000 52,73



2001 60,191



2002 69,172



2003 77,551



2004 87,834



Année Indice



2005 100



2006 115,69



2007 132,37



2008 141,4



2009 149,89



2009



82,23



84,85



95,93



– 17,77



– 15,15



– 4,07



Exemple : calcul de l’indice en 2007 : 125,4 × 100 ≈ 82,229. 152,5 Variation entre 2000 et 2007 : 82,23 – 100 = – 17,77.
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b. En France :



51 Réponse C : une augmentation de 15 % suivie d’une baisse de 15 % correspond au produit des coefficients multiplicateurs : 1,15 × 0,85 = 0,9775. Il s’agit donc d’une diminution de 2,25 %.



52



Réponse C : soit x le prix initial de cet article.



x × 1,2 × 1,2 = 36 d’où : x =



36



= 25 . 1,22 53 Réponse C : le coefficient multiplicateur correspondant à une augmentation annuelle de 3,2 % pendant 10 ans est : 1,03210 ≈ 1,3702, ce qui correspond à une augmentation de 37 % à une unité près.



54 Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 264. 55



a. 1,158 c. 1,021



b. 0,98 d. 2,4



56 a. Faux : 0,66 × 0,84 = 0,5544, diminution globale de 44,56 %. b. Vrai : 1,05 × 1,05 = 1,1025, augmentation globale de 10,25 %. c. Faux : 1,13 × 0,97 = 1,0961, augmentation globale de 9,61 %. d. Vrai : 0,8 × 1,25 = 1,25 × 0,8 = 1. L’ordre des évolutions n’a pas d’effet sur l’évolution globale si on inverse l’ordre de celles-ci. 57 a.



b. Pour t = 3 et t’ = – 4, 1,03 × 0,96 = 0,9888.



58



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 264.



59 a. Le capital est multiplié chaque mois par 1,0075. b. 8000 × 1,007512 = 8750,45518 Le montant du capital au 1er janvier 2011 est d’environ 8 750,46 €. 60 a. Les entrées de cet algorithme sont : X : une valeur ; T : un taux d’évolution ; P : un autre taux d’évolution. b. Test pour X = 80 ; T = – 50 ; P = 25, on obtient : 50. c. Cet algorithme calcule une évolution globale correspondant à 2 évolutions successives. À un nombre donné X, cet algorithme renvoie la valeur du nombre après évolution successive de T % puis P %. À la question b, il s’agit d’une diminution globale. a. Action A : 0,75 × 1,17 × 1,08 = 0,9477. Le prix de l’action A a globalement baissé de 5,23 %. Action B : 1,17 × 1,08 × 0,75 = 0,9477. Le prix de l’action B a également globalement baissé de 5,23 %.



61



b. Dans le cas d’évolutions successives, l’ordre des évolutions n’a pas d’importance : l’évolution globale reste inchangée si on inverse l’ordre des évolutions.



62 0,85 × 0,30 = 0,255. 25,5 % de l’ensemble des clients ont affirmé être satisfaits de ce produit. 63 a. En juin : 350 × 10,5 = 3675. Le chiffre d’affaires réalisé en juin a été de 3 675 €. En juillet : 3675 × 1,25 × 0,8 = 3675. Le chiffre d’affaires réalisé en juillet est le même que celui réalisé en juin. b. Le taux d’évolution du chiffre d’affaires entre juin et juillet est de 0 %. 64 Soit x le prix initial du produit. x × 0,12 × 0,08 = 0,0096x. 726,6 D’où x = = 75687,5. 0,0096 Le prix initial de ce produit est de 75 687,5 €.



65 a. Soit p le prix initial du produit A et q la quantité initiale de produit A vendue. Le prix de ce produit diminué de 5 % s’écrit : p × 0,95. La quantité de ce produit augmentée de 14 % s’écrit : 1,14q. Le chiffre d’affaires de ce produit après ces évolutions est : 0,95 × 1,14 pq = 1,083pq. Donc le chiffre d’affaires sur le produit A a augmenté de 8,3 %. b. Soit k le coefficient multiplicateur correspondant à l’évolution de la quantité de produit B vendue. 0,92 1,15p × k × q = 0,92pq. D’où k = = 0,8 . 1,15 Lorsque le prix du produit B a été augmentée de 15 %, la quantité de produit B vendue a été diminuée de 20 %.
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Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 264.
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⎛ ⎛ t ⎞ t ⎞ 1,20 × ⎜ 1 – = 0,72, d’où ⎜ 1 – = 0,6. 100 ⎠⎟ 100 ⎠⎟ ⎝ ⎝



Donc t = 40 %.
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⎛ t ⎞ 0,95 × ⎜ 1 – = 0,665, d’où 100 ⎟⎠ ⎝



⎛ t ⎞ ⎜⎝ 1 – 100 ⎟⎠ = 0,7.



Donc t = 30 %.



69 a. On pourra conseiller aux élèves d’utiliser le calcul sur listes de la calculatrice.
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En Liste 3, on entre « L2/L1 ».



En liste 4, on entre : « L3*100-100 ». Année



06/0707/08



Taux d’évolution 6,86 en % Coefficient 1,0686 multiplicateur



07/0808/09



08/0909/10



09/1010/11



5,95



– 0,89



– 1,63



1,0595



0,9911



0,9837



Calcul pour 06/07-07/08 : ,697 − 1,598 × 100 ≈ 6,863. 1,588 Le taux d’évolution en pourcentage est d’environ 6,86 %. Le coefficient multiplicateur est : 1,697 ≈ 1,0686. 1,588 b. Le taux d’évolution le plus élevé est : 6,86 % entre 06/07 et 07/08. ⎛ 1,782 − 1,588 ⎞ c. ⎜ × 100 ≈ 12,2166 1,588 ⎝ ⎠⎟ Le taux d’évolution de la production mondiale de céréales entre 2006 et 2009 est d’environ 12,22 %. ⎛ 1,753 − 1,798 ⎞ ⎜⎝ ⎟⎠ × 100 ≈ −2,5027 1,798 Le taux d’évolution de la production mondiale de céréales entre 2008 et 2011 est d’environ – 2,5 %. d. Soit x la production mondiale de céréales en 2010/2011. ⎛ x − 1,798 ⎞ ⎜⎝ 1,798 ⎟⎠ × 100 = 12,22 , d’où x ≈ 2,0177. Dans ce cas, la production mondiale de céréales en 2010/2011 aurait été de 2,018 millions de tonnes environ. e. 1,0686 × 1,0595 × 0,9911 × 0,9837 ≈ 1,10381. Le taux d’évolution global de la production mondiale de céréales entre 2006 et 2011 est d’environ 10,38 %.



70



⎛ 350 − 1200 ⎞ 1. a. ⎜ × 100 ≈ −70,8333. ⎝ 1200 ⎟⎠



Le taux d’évolution de la population des tigres du Grand Mékong entre 1998 et 2010 est d’environ – 70,83 %. b. Une baisse moyenne d’environ 9,8 % par an entre 1998 et 2010 correspond au coefficient multi12



⎛ 9,8 ⎞ plicateur : ⎜ 1 − , soit 0,90212. 100 ⎟⎠ ⎝
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Vérification : 1200 × 0,90212 ≈ 348,06. Le texte précise que la population est passée à moins de 350, ce qui est confirmé par ce taux d’évolution moyen. 2. a. La population estimée des tigres en 2000 est d’environ 976 (car : 1200 ×0,9022 ≈ 976), en 2001 d’environ 881 et en 2002 d’environ 794. b. La population estimée des tigres en 2015, si la baisse se confirme, est d’environ : 1200 × 0,90217 ≈ 208. c. À la calculatrice on obtient en faisant des essais : 1200 × 0,90230 ≈ 54 et 1200 × 0,90231 ≈ 49. On peut donc en déduire que la population de cette espèce de fauve passera sous la barre des 50 individus à partir de la 31e année après 1998, c’est-àdire en 2029.



71 a. Le PIB en France au 1er trimestre 2009 a diminué de 1,5 % par rapport au dernier trimestre 2008. b. Non, cela ne signifie pas que le PIB était en baisse au 1er trimestre 2010 par rapport au trimestre précédent, cela signifie que la hausse du PIB au 1er trimestre 2010 était moins élevée (+0,2 %) qu’au 4e trimestre 2009 (+0,6 %). c. Au 4e trimestre 2009 et au 2e trimestre 2010, le PIB a enregistré un même taux d’évolution, soit +0,6 %. d. 0,985 × 1,001 × 1,003 × 1,006 × 1,002 × 1,006 = 1,0028475. Le taux d’évolution global du PIB en France du 1er trimestre 2009 au 2e trimestre 2010 est d’environ +0,28 %. 72 a. 2000 × 1,05 = 2100. La salle de spectacle a accueilli 2100 spectateurs en mars 2011. b. Valeur de X : 2000 (nombre de spectateurs) ; valeur de N : 6 (nombre de mois de février à août). c.



Le nombre d’entrées en août 2011 est d’environ 2680. d.



La salle de spectacle atteint 5000 spectateurs à partir de 19 mois après février 2011.



86



e.



a. Une ne baisse baiss de 8,3 % correspond au coefficient multiplicateur : 0,917. Le coefficient multiplicateur de l’évolution réciproque de cette baisse est d’environ 1,09051, soit une augmentation de 9,05 % environ. Pour retrouver la valeur du chiffre d’affaires de 2010, cette entreprise devrait augmenter son chiffre d’affaires de 9,05 % environ. b. Le coefficient multiplicateur de cette évolution t ⎛ t ⎞ est : ⎜ + . 100 ⎟⎠ ⎝
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Réponses A et C.
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Réponse A.



75



Réponse B.
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Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 264.
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a. 0,33 ; – 66,7 % c. 0,4 ; – 60 %



b. 1,0080 ; +0,8 % d. – 0,5 ; – 150 %



78



a. 0,83 ; – 17 % c. 1,035 ; +3,5 %



b. 2,25 ; +125 % d. 1,059 ; +5,9 %
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a. 0,4761 ; +52,39 % c. 0,9173 ; +8,27 %



b. – 20 ; – 2100 % d. 0,4525 ; +54,75 %
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Réponses B et C.
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Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 264.



Le coefficient multiplicateur de l’évolution réci⎛ 100 ⎞ proque de cette évolution est : ⎜ . ⎝ 100 + t ⎟⎠ On peut donc en déduire l’expression du taux d’évolution réciproque en fonction de t : ⎛ 100 ⎞ v1 = ⎜ × v 2. ⎝ 100 + t ⎟⎠ c.



87 a. On pourra utilement conseiller aux élèves l’utilisation du calcul sur listes pour répondre à cette question.



82 Le coefficient multiplicateur correspondant à une diminution de 4,5 % est : 0,955. Le coefficient multiplicateur de l’évolution réciproque de cette 1 évolution est : ≈ 1,04712, ce qui correspond à 0,955 une hausse d’environ 4,71 % pour que la production puisse revenir à sa valeur initiale.



83 Le coefficient multiplicateur correspondant à l’évolution de cette action est : 0,93. Le coefficient multiplicateur de l’évolution réciproque de cette évolution est d’environ 1,07526. Il faudrait appliquer une hausse de 7,5 % pour que cette action retrouve sa valeur initiale. 84 Le coefficient multiplicateur correspondant à une hausse de 2 % est 1,02. Le coefficient multiplicateur de l’évolution réciproque de cette évolution est d’environ 0,98039. (1 – 0,9804) × 100 = 1,96 Le taux d’évolution en pourcentage qu’il faudrait appliquer pour que le nombre de demandeurs d’emploi revienne à sa valeur initiale serait : +1,96 %. 85 a. Le coefficient multiplicateur de l’évolution réciproque d’une augmentation de 6 % est 0,943396, soit environ 0,94. b. C = 5141 × 0,943, soit 4270,03 € environ. Le capital placé C est d’environ 4270,03 €.



En Liste 3, on entre « L2/L1 ».



En liste 4, on entre : « L3*100-100 ». Années



2006



Coefficient 0,6276 multiplicateur Taux d’évolution – 37,24 en %



2007



2008



2009



0,7533



0,1504 11,7647



– 24,67



– 84,96 1076,47



b. La hausse de la population active a beaucoup diminué entre 2005 et 2008 puis a fortement augmenté en 2009 (de 1076,47 % en un an) sans atteindre tout à fait son niveau de 2005. c. Le taux d’évolution de la hausse de la population active entre 2005 et 2008 en France métropolitaine est de : – 92,89 %.
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Raisonnement logique 88



a. Vrai : le coefficient multiplicateur corres5 pondant à une baisse de 5 % est 1 – = 0,95. 100 b. Faux : le coefficient multiplicateur est : 0,8 × 1,1 = 0,88. (1 – 0,88) × 100 = 12, soit une diminution de 12 % et non de 15 % ; c. Faux : le coefficient multiplicateur est : 1,2 × 0,8 = 0,96, ce qui correspond à une diminution de la valeur initiale de 4 %. 100 d. Faux : 2 = 1 + . Un coefficient multiplicateur 100 égal à 2 correspond donc à une hausse de 100 % et non de 200 %. e. Faux : soit p le prix initial de l’article. 5p × 1,04 = 5,2p. Le prix de 5 articles 5p a été multiplié par le coefficient 1,04. Donc l’ensemble des 5 articles a aussi été augmenté de 4 % et non de 20 %. f. Faux : le coefficient multiplicateur correspondant à ces 2 évolutions successives est : 1,1 × 1,05 = 1,155, ce qui correspond à une augmentation de 15,5 % et non de 15 %.



89 P1 : Augmenter V0 de 30 % puis diminuer la valeur obtenue de 40 % pour obtenir V1 revient à diminuer V0 de 22 % (car 1,3 × 0,6 = 0,78 et (1 – 0,78) × 100 = 22). P2 : Diminuer V0 de 40 % puis augmenter la valeur obtenue de 30 % pour obtenir V1 revient aussi à diminuer V0 de 22 % (car 0,6 × 1,3 = 1,3 × 0,6). a. P1 implique P2 et P2 implique P1, donc il y a équivalence entre P1 et P2. b. P 1 implique P 3, mais P 3 n’implique pas P 1, car une diminution de 22 % peut correspondre à d’autres évolutions successives qu’une augmentation de 30 % suivie d’une diminution de 40 %. Un contre-exemple est une augmentation de 20 % suivie d’une diminution de 35 % qui correspond à une diminution globale de 22 %. Donc P1 et P3 ne sont pas équivalentes. c. Non, il n’y a pas équivalence entre P2 et P3 pour les mêmes raisons qu’au b.



Restitution des connaissances 90



a. D’après le cours : soit k le coefficient multipli1 cateur correspondant à une baisse. k < 1 d’où > 1. k 1 est le coefficient multiplicateur de l’évolution k réciproque de cette baisse. 1 > 1 donc il s’agit d’une hausse. k



28 • 1. Pourcentages



b. Le coefficient multiplicateur de l’évolution réciproque d’une hausse de t % est : 1 1 100 = = . t 100 + t 100 + t 1+ 100 100
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a. Q1 = (1 +



Q2 = (1 +



t t )Q et Q2 = (1 − )Q , donc 100 0 100 1



t t )(1 − )Q . 100 100 0



b. Q2 = (1 −



t2 100



2



)Q0 . Or, 1 −



t2 100



2



< 1 car



t2 100 2



> 0.



Or, une évolution dont le coefficient multiplicateur est inférieur à 1 est une baisse. Donc Q2 < Q0.



Se tester sur les pourcentages Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le manuel, p. 264.



Problèmes 15000 ≈ 1153,84 ; le nombre de centenaires 13 en France en 1970 s’élevait à environ 1154. ⎛ 15000 − 1154 ⎞ b. ⎜ ⎟⎠ × 100 ≈ 1199,82 ; le taux d’évo1154 ⎝
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a.



lution du nombre de centenaires entre 1970 et 2010 est d’environ 1200 %. ⎛ 200000 − 15000 ⎞ ⎜⎝ ⎟⎠ × 100 ≈ 1233,33 ; le taux d’évolu15000 tion du nombre de centenaires entre 2010 et 2060 serait d’environ 1234 % (prévisions). Les coefficients multiplicateurs sont : entre 1970 et 2010 : 13 et entre 2010 et 2060 : 13,3. 86 c. 15000 × = 12900 ; 12900 femmes étaient 100 centenaires en 2010. 15000 − 12900 = 1050 ; 1050 hommes cented. 2 naires vivaient à leur domicile en 2010. ⎛ 200000 ⎞ e. ⎜ × 100 ≈ 0,271 , soit 0,27 % (arrondi ⎝ 73600000 ⎟⎠ au centième) de la population en 2060 représentée par des centenaires (prévisions). La valeur de 0,3 % est une valeur arrondie au dixième.



104 a. 0,95 × 0,99 × 0,97 = 0,912285 et 100 × (1 – 0,912285) = 8,7715. La baisse de cet impôt au bout des 3 années est d’environ 8,77 %. b. Soit x le coefficient multiplicateur correspondant à la baisse globale des 2 dernières années.



0,9123 × x = 0,7 d’où x =



et (1 – 0,76729) × 100 = 23,271. Ce qui correspond à une baisse de 23,3 % environ sur les 2 dernières années.



105 1. a. Une baisse de 2 % correspond à un coefficient multiplicateur égal à 0,98. D’où F1 = 0,98F0. b. Une baisse de 1,6 % correspond à un coefficient multiplicateur égal à 0,984. D’où F2 = 0,984 F1. c. F2 = 0,984 × F1 = 0,984 × 0,98 × F0 = 0,96432 F0 donc k ≈ 0,9643. d. Entre le 4e trimestre 2008 et le 2e trimestre 2010, la fréquentation n’a cessé de baisser donc il y a eu une diminution globale. e. F3 = 0,99F2 et F3 = 0,99 × 0,9643 × F0 = 0,954657F0, soit environ 0,9547F0. f. 2009



Année Trimestre



T1



T2



T3



2010 T4



T1



T2



Taux d’évolution de la



– 2 % – 1,6 % – 0,1 % – 1,1 % – 1,9 % – 0,6 %



fréquentation Coefficient multiplicateur relatif



0,98 0,984



0,99



0,989 0,981 0,994



au trimestre précédent



2. F4 = 0,989 × 0,9547F0 ≈ 0,944198F0, soit environ 0,9442F0. (1 – 0,9442) × 100 = 5,58. La fréquentation des restaurants sur l’année 2009 était en baisse d’environ 5,58 %. 3. F6 = 0,981 × 0,994 F4 ≈ 0,97511F0, soit environ 0,9751F4. (1 – 0,9751) × 100 = 2,49 Entre le 4e trimestre 2009 et le 2e trimestre 2010, la fréquentation des restaurants a baissé de 2,49 % environ. En 2010, la baisse de fréquentation se confirme et semble sensiblement inférieure à celle de 2009 (moins que la baisse de fréquentation de la moitié de l’année 2010 : – 2,49 % sur 2 trimestres en 2010 et – 5,58 % sur 4 trimestres en 2009). La tendance qui semble se dégager est un ralentissement sensible de la baisse de la fréquentation.
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a.



Année Subvention en €



2006 3 000



2007 3 510



2009 4 440



Année Subvention en €



,7 ≈ 0,76729 0,9123



2008 4 037



2010 4 840



2011 5 130



Par exemple : pour 2007 : 3000 × 1,17 = 3510 €. b. Le responsable sportif confond une diminution de la hausse des subventions avec une évolution qui est une baisse. ⎛ 5130 − 3000 ⎞ c. ⎜ ⎟⎠ × 100 = 71. La subvention a 3000 ⎝ augmenté de 71 % entre 2006 et 2011. 5



⎛ t ⎞ 5130 = ≈ 1,71. Par essais successifs à d. ⎜ 1 + 100 ⎠⎟ 3000 ⎝ l’aide de la calculatrice, on obtient : (1,114) 5 ≈ 1,7156 ; (1,113) 5 ≈ 1,7079, donc (1,113)5 ≈ 1,71. Si le taux d’évolution d’une année sur l’autre était fixe, il s’agirait d’une hausse d’environ 11,3 % par an. e. 5130 × 1,113 = 5709,69. Avec ce même taux d’évolution, la subvention en 2012, arrondie à l’unité serait de 5710 €. 8
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⎛ t ⎞ a. ⎜ 1 + = 1,5 car le coefficient multipli100 ⎟⎠ ⎝



cateur correspondant à une augmentation de t % est : t 1+ . Comme il s’agit de 8 évolutions successives 100 de t % chacune, le coefficient multiplicateur global 8 ⎛ t ⎞ est ⎜ 1 + et le coefficient multiplicateur 100 ⎟⎠ ⎝ correspondant à une augmentation de 50 % est 1,5. b. Par essais successifs à l’aide de la calculatrice, on obtient : (1,052)8 ≈ 1,50011. Donc si l’augmentation de la fréquentation de ce site est régulière pendant 8 mois, t ≈ +5,2 % par mois. 17525 × 140 = 24535 . 100 17525 × 224 En 2009 : = 39256 . 100 b. • Réponse C, car l’indice en 2009 est 224 (l’année de référence est 2003). 224 = 100 + 124, ce qui signifie que l’augmentation de la production entre 2003 et 2009 est de 124 %. ⎛ 224 − 164 ⎞ × 100 ≈ 36,585 . Le • Réponse B, car ⎜ ⎝ 164 ⎟⎠
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a. En 2006 :



pourcentage d’augmentation des indices entre 2007 et 2009 est d’environ 36,59 %. 30 × 100 = 37,5. Un bon de réduction sur 80 80 € d’achats représente une réduction de 37,5 %. 30 × 100 = 30. Un bon de réduction sur 100 € 100 d’achats représente une réduction de 30 %.
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a.



1. Pourcentages • 29



30 × 100 = 25. Un bon de réduction sur 120 € 120 d’achats représente une réduction de 25 %. 30 × 100 = 21,4. Un bon de réduction sur 140 € 140 d’achats représente une réduction de 21,4 %. 3 × 30 × 100 = 37,5. Le pourcentage de réduction b. 3 × 80 est le même dans le cas d’un achat de 80 € avec un bon que dans le cas d’un achat de 160 € avec deux bons de réduction.



110 NOTE D Dans ll’énoncé du spécimen et de certains manuels élève, il faut lire : la première rangée a une hauteur h de 3 cm et la profondeur est de 9 cm. a. La deuxième rangée a pour hauteur environ 2 cm. La troisième rangée a pour hauteur environ 1,33 cm. b. Les trois premières rangées forment une hauteur d’environ 6,33 cm. c.



1500 − 1352 1500 e= = − 0,296 6−8 6 Semaine 1



Semaine 2



Prix du ticket en €



8



6



Nombre de places vendues



1352



1500



Chiffre d’affaires



10 816



9000



Non, le directeur du cinéma n’a pas fait le bon choix en baissant le prix du ticket en semaine 2 : la recette de cette semaine-là est inférieure à celle de la semaine 1 malgré l’augmentation du nombre de places vendues. b. Si la demande diminue lorsque le prix augmente, on a : d1 < d0 et p1 > p0, d’où : d1 – d0 < 0 et p1 – p0 > 0. On obtient alors e < 0. c. Si la demande augmente lorsque le prix augmente, on a : d1 > d0 et p1 > p0, d’où : d1 – d0 > 0 et p1 – p0 > 0. On obtient alors e > 0. d.



p1 − p0



Si e = – 1 et



p0



d1 − d0 −1 =



d0 0,015



. On obtient :



=



1,5 = 0,015 alors : 100



d1 − d0 d0



= – 0,015.



Dans ce cas où l’élasticité e = – 1, on a une diminution de la demande de 1,5 % avec une augmentation des prix de 1,5 %. d. La variable s correspond à la somme des hauteurs des i premières rangées. La variable i permet de compter le nombre de rangées considérées à chaque itération.



e. Si e = – 0,5 et



On obtient :



d1 − d0



p1− p0 p0



d0 =



= 0,1 alors : −0,5 =



0,1 = −0,2. −0,5



0,1 . p1− p0 p0



Dans ce cas où l’élasticité e = – 0,5, on a une augmentation de la demande de 10 % avec une diminution des prix de 20 %. p p f. Si e = – 0,98 et 1− 0 = 0,0308 alors : p0 d1− d0 Il faut 89 rangées pour arriver au fond. e. Cela demande trop d’itérations au programme pour calculer le nombre de rangées qu’il faudrait avoir pour arriver au fond de la pièce.
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a. D’après la définition de l’élasticité-prix donnée dans le TICE 4 :



30 • 1. Pourcentages



−0,98 =



d0 0,0308



On obtient :



.



d1 − d0 d0



= −0,98 × 0,0308 = −0,030184.



Dans ce cas où l’élasticité e = – 0,98, on a une diminution de la demande passagers de – 3,0184 % avec une augmentation des prix du carburant de 3,08 %.



2. Second degré Objectifs et pré-requis Un des objectifs du programme est de doter les élèves d’outils mathématiques permettant de traiter des problèmes relevant de la modélisation de phénomènes continus ou discrets. Ainsi, on consolide la fonction carré étudiée en classe de seconde par l’étude plus générale du trinôme du second degré. Extrait du programme (Bulletin officiel n° 9 du 30 septembre 2010) : Contenus Second degré Forme canonique d’une fonction polynôme de degré deux. Équation du second degré, discriminant. Signe du trinôme.



Capacités attendues • Utiliser la forme la plus adéquate d’une fonction polynôme de degré deux en vue de la résolution d’un problème : développée, factorisée, canonique.



▶ QCM Pour bien commencer Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le manuel, p. 264.



Corrigés des activités Lien entre graphique et fonction



1



L’activité permet de revoir les notions vues en seconde sur la représentation graphique des fonctions polynômes de degré 2 et la forme canonique. Le présent chapitre se place comme une suite directe de ces dernières.



1 ● Courbe



Signe de α



β



γ



f



𝒞1



–



1



0



g



𝒞4



–



2



2



h



i



𝒞3



𝒞2



+



+



–2



0



1



–3



Signe



x



–3



1



g(x)



x



–3



x



0 –



0



g(x)



–



+



+3



0



–



+3 +



–3



–1 +



0



–



x



–3



1 0



+3



–3



2 2



+3



–3



–2



+3



f



4



–3



g(x)



x



+3



0



–



g(x)



Variations



x g x h



1



+3



0



+



x i



1 –3



0



+3



–3
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2 a. ●



α(x – 4)2 avec α > 0. b. α(x – β)2 + δ avec α et γ strictement négatifs. c. Ce n’est pas possible, car si l’extrémité de la parabole est (1 ; 7) alors la droite d’équation x = 1 est axe de symétrie de la figure et les points de la courbe d’abscisse 0 et 2 doivent avoir alors la même ordonnée, ce qui n’est pas le cas ici. d. Ce n’est pas possible. Le chapitre expliquera pourquoi.



2



Nombre de solutions d’une équation du second degré ésentati Cette activité permet de revoir l’influence des coefficients sur la représentation graphique d’un trinôme. Elle introduit aussi le fait que le nombre de racines d’un trinôme est variable mais compris entre 0 et 2. Elle montre enfin l’influence du discriminant sur le nombre de racines. Elle ne demande pas de connaissance préalable sur GeoGebra.



1 a. ●



Construction de la figure avec le logiciel. b. Le nombre de solutions varie entre 0 et 2. c. Non, β ne joue pas de rôle dans le nombre de solutions. d. α>0 α 0, il y a deux solutions. Si Δ = 0, il y a une solution. Enfin si Δ < 0, il n’y a pas de solution. e. x2 + 2x + 1 = 0 x2 + 2x – 4 = 0 2x2 – x + 4 = 0
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1 solution 2 solutions 0 solution



Corrigés des Travaux pratiques TICE 1



Étude de l'influence de la publicité sur le bénéfice



1 Construction de la figure avec le logiciel. ● 2 a. L’ébéniste doit vendre 15 meubles pour que le bénéfice soit le plus important. ● b. Le montant de la publicité est d’environ 250 €.



(−a 2 + 6a + 15)x −0,1x 2 + 11x + 10a 0,1x 2 + (−a 2 + 6a + 4)x − 10a − = 10 10 10 b. –a2 + 6a + 4, Δ = 52 > 0, il y a deux racines au trinôme : a1 = 3 − 13 et a2 = 3 + 13.



3 a. ●



B(x) = R(x) – C(x) =



a –a2



+ 6a + 4



3 − 13



–3 –



3 + 13 +



+3 –



et [0 ; 5] ⊂ ] − 13 ; 3 + 13 [ donc pour a ∈ [0 ; 5], –a2 + 6a + 4 est positif. c. Pour x ∈ [0 ; 15], x ⩽ 15, donc x2 ⩽ 152, donc 0,1x2 ⩽ 0,1 × 152. Et x ⩽ 15, donc (–a2 + 6a + 4)x ⩽ (–a2 + 6a + 4)15, car –a2 + 6a + 4 est positif. d. B(x) ⩽ B(15). Le bénéfice est maximum pour 15 meubles produits.



4 c. ●



Le bénéfice est maximum pour un budget publicitaire de 227 milliers d’euros. 12



TICE 2



800 euros et il est alors égal à 3



Optimisation d’une surface



1 BC = 105 – 2 × AB ● 2 ●
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3 a. ●



L’aire de ABCD est donné par AB × BC = AB × (105 – 2 × AB). b. f (x) = x(105 – 2x) = – 2x2 + 105x. f est un trinôme et admet un maximum en un réel x0. Sa représentation graphique est une parabole admettant un axe de symétrie verticale d’équation x = x0. f(0) = f(52,5) = 0, donc les points d’abscisses 0 et 52,5 de la courbe représentative de f sont + 52,5 symétriques par rapport à la droite d’équation x = x0, d’où x0 = = 26,25. 2 Pour AB = 26,25 mètres, le champ aura l’aire la plus grande.



TICE 3



Utilisation de la forme la plus adaptée d’un trinôme



1 c. ●



B(x) = –(x – 99)2 + 676 e. De l’expression du bénéfice, on déduit qu’il faut produire 99 hectolitres pour un bénéfice de 67 600 euros.



2 B(x) = –(x – 125)(x – 73) ●



c. Le bénéfice est nul pour 73 hectolitres et pour 125 hectolitres.



3 a. BS n’est pas factorisable et comme le coefficient du terme de second degré est positif la stratégie ● est toujours bénéficiaire. b. La forme canonique est 0,01(x – 48,5)2 + 305,0775. Le bénéfice est minimal pour 48,5 hectolitres.



4 a. ●



Quand D est positif pour une quantité x fabriquée alors la nouvelle stratégie donne de meilleurs bénéfices que la stratégie initiale. b. Quand E est positif pour une quantité x fabriquée alors la nouvelle stratégie donne de meilleurs bénéfices que la stratégie initiale, et ce, quelle que soit la quantité fabriquée avec la stratégie initiale. c. D(x) = 1,01(x – 117)(x – 80) E(x) ≈ 0,01(x – 241)(x + 144) d. Xcas ne donne pas la factorisation exacte de E(x). C’est une conséquence de la forme décimale 97 3286 des coefficients du trinôme BS. Lorsqu’on saisit BS sous la forme BS(x) = x2 − x+ , le 100 100 10 logiciel de calcul formel donnera l’expression factorisée exacte du trinôme E. f. La stratégie initiale est meilleure entre 80 hl et 117 hl. La stratégie nouvelle ne permet pas de dépasser 67 600 € de bénéfice car on ne peut pas dépasser les 200 hl.



Algorithmique 1



Algorithme de Horner



1 ● Input A 2A – 5→Y A*Y + 2 →Y



2 a. ●



A 0 0 0



Y –5 2



Input A 2A – 5→Y A*Y + 2 →Y



A 3 3 3



Y 1 5



Input A 2A – 5→Y A*Y + 2 →Y



A –2 –2 –2



Y –9 20



Le programme renvoie 2. Le nombre 2 est bien solution du problème. b. Le programme vérifie si les nombres entiers entre 0 et 10 sont des solutions du problème. Le programme ne permet pas de savoir si d’autres nombres sont solutions.
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3 a. ● A x x x



Input A 2A – 5→Y A*Y + 2 →Y



Y 2x – 5 2x2 – 5x + 2 = 0



b. Les valeurs initiales pour lesquels le programme renvoie 0 sont les solutions de l’équation : 2x2 – 5x + 2 = 0. Δ = b2 – 4ac = 25 – 16 = 9 > 0 Le discriminant du trinôme est positif, il existe deux solutions de l’équation : x1 = 0,5 et x2 = 2.



4 Il faut 5 opérations pour calculer 2x2 – 5x + 2 = 0 sous cette forme, il n’en faut que 4 par le programme ● qui utilise la forme (2x – 5)x + 2.



Détermination des racines d’un trinôme



Algorithmique 2



1 L’algorithme complété ci-contre (en Scilab) : ● 2 0,5x2 + x + 0,5 = 0 S = {– 1} ● S=∅ S = {– 2,5 ; 1}



x2 + 2x + 2 = 0 2x2 + 3x – 5 = 0



3 S={ ●



−1 − 2



5



;



−1 + 2



5



}.



Le programme donne deux valeurs approchées : – 1,618034 et 0,6180340.



4 S={ ●



−1000000 −



999999999996 −1000000 + 999999999996 ; }. 2 2



Les solutions données par le programme sur Scilab sont – 1000000 et – 0,000001 qui sont des valeurs approchées. Jean a donc tort.



Détermination du signe d’un trinôme



Algorithmique 3 1 a. ●



Le programme marche dans ce cas car le coefficient dominant est égal à 1, la faute de priorité n’a pas de conséquences. x x2 – 4x + 3



–3



1 +



3 –



+3 +



b. Le tableau de signes obtenu à l’aide du programme est : x 2x2 – 6x + 4



–3



4 +



8 –



+3 +



4 et 8 ne sont pas des racines du trinôme. L’erreur provient de la formule (–b ± sqrt(delta))/2*a, qui doit être changée en : (–b ± sqrt(delta))/(2*a) On obtient alors : x 2x2 – 6x + 4



–3



1 +



2 –



+3 +



c. Le message renvoyé est contradictoire, cela vient de la non vérification de l’ordre des racines. Pour corriger, on peut soit comparer x1 et x2, soit comparer a à 0.
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2 ●



Algorithmique 4



Détermination des valeurs approchées des racines d’un trinôme



1 a. ●



2(x – 1)2 – 1 = 2(x2 – 2x +1) – 1 = 2x2 – 4x + 1 = f (x) b. Le tableau de variations de f est : x f



–3



1



+3



–1



Le minimum de f est atteint en 1 et vaut – 1. c. f (0) = 1 et f (2) = 1. d. x1 ∈ [0 ; 1] et x2 ∈ [1 ; 2]. e. 0,7 ⩽ x2 ⩽ 0,8 et 0,70 ⩽ x2 ⩽ 0,71 g. Le nombre d’opération du programme de Medhi est de l’ordre de 10n alors qu’il est de l’ordre de 10 × n dans le programme de base, qui est donc beaucoup plus rapide. En pratique le programme de Medhi demande trop de calculs pour une bonne précision. h.
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Corrigés des exercices et problèmes 11



Exercices d’application



f admet un maximum en – 1 égal à – 3. x



–3



1



f(x) = x2 + 3x + 1 : oui. g(x) = 3x2 – 6x + 6 : oui. k(x) = x3 – x2 + 1 : non car k est un polynôme de degré 3. l ( x = −x 2 + x + 2 : non car l est non définie



)



f g admet un minimum en 2 égal à 2. x



f (x) = 3(x – (– 2))2 – 4, donc α = 3, β = – 2 et γ = –4 g(x) = 3(x – 0)2 + 3, donc α = 3, β = 0 et γ = 3 1 1 k(x) = –(x – 1)2 + , donc α = – 1, β = 1 et γ = 3 3 l(x) = –(x + 1)2 – 2, donc α = – 1, β = – 1 et γ = – 2



4



Chaque trinôme est relié à sa forme canonique : –x2 + 8x – 14 •



• 2(x – 4)2 + 3



3x2 + 12x + 13 •



• 3(x + 2)2 + 1



2x2 – 2x •



• –(x – 4)2 + 2 • 2(x −



2x2 – 16x + 35 •



–3



2



+3



g



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 264.



3



+3



–3



sur ℝ–.



2



–1



2 h admet un maximum en 0 égal à – 1. x



–3



0 –1



+3



h k admet un minimum en 1 égal à 2. x



–3



1



+3



k 2



12



1 2 1 ) – 2 2



1 égal à – 3. 2 0,5



f admet un minimum en x



–3



+3



f



5



–3



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 264.



g admet un maximum en 2 égal à – 2.



6



x



–3



2 –2



+3



g h admet un maximum en – 2 égal à 0. x a. Pour x ∈ ℝ, 2(x + 1)2 + 3 = 2(x2 + 2x + 1) + 3 = – 2x2 + 4x + 5 = f(x) b. –3



–1



+3



k admet un minimum en – 1 égal à – 2. x



+3



–3



–1



+3



k



f



–2



3 f admet un minimum sur ℝ égal à 3 ; il est atteint en – 1.



8



f(x) = –(x + 3)2 + 2



9



b et c.



13 f (x) = –(x + 1)2 – 1 g(x) = –x2 + 2 h(x) = (x + 2)2 k(x) = (x – 1)2 + 1



D



14



10



–2 0



h



7



x



–3



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 264.



2. Second degré • 37



29



15



a. S =



b. S =



{



2 −1 ; 2



2 +1 2



}



{ −2 −3 7 ; −2 +3 7 }



30



a. S = { – 4 ; 2} −1 − 5 −1 + 5 b. S = ; 2 2



–x2 – 2x + 2 = –(x + 1)2 + 3 β)2



17 f(x) = α(x – + γ f(2) = f (4) donc le minimum ou le maximum de f est 2+4 atteint en ␤ = = 3. f(3) = 4 donc γ = 4. 2 f(4) = 3 donc α(4 – 3) + 4 = 3, donc α = – 1. Ainsi : f (x) = –(x – 3)2 + 4. La représentation graphique de f atteint son sommet en (– 4 ; 4). Donc x = – 4 est axe de symétrie de la figure, et comme f(– 2) = 0 alors f(– 6) = 0 aussi. g(4) = g(2) donc x = 3 est axe de symétrie de la représentation graphique de g, et comme g(1) = 0 alors g(5) = 0 aussi.



19 a. S = {2 ; 3} b. S = ∅ 20



a. S = {1}



21



a. S = {– 2 –



b. S = 3 ; –2 +



{



{



}



3}



}



1 − 13 1 + 13 b. S = ; 2 2 22 Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 264.



3}



31



a. S = {– 5 ;



32



a. S = ∅



33



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 265.



34



a. S = 0 ;



35



B et C



{



5}



f (x) g(x) h(x) k(x)



b. S = {1 ; – 2} b. S = {– 2}



−1 2



}



36 a. f : Δ > 0 h:Δ0 k:Δ=0



•



• – x2 + 4x – 5



•



• 0,5x2 – x + 0,5



•



• –x2 – 2x



•



•



x2 – 8x + 14



37 a. Il y a deux solutions à l’équation f (x) = 0 donc Δ > 0. b. Graphiquement les deux racines valent 1 et 4. c. 12 – 5 × 1 + 4 = 0 et 42 – 5 × 4 + 4 = 0 38 a. La sortie est 20. b. Pour x en entrée la sortie est égale à :(x + 1)(x + 2). (x + 1)(x + 2) = 0 + S = {– 2 ; – 1} (x + 1)(x + 2) = – 3 + x2 + 3x + 5 = 0. ∆ < 0, il n’y a pas de solution. 39



a.



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 265.



24



a. S = {– 2 – 5 ; – 2 + 5 } −1 − 17 −1 + 17 b. S = ; 4 4 1 25 a. S = 2 −1 −1 b. S = ;– 4 12 26 a. S = {– 2 ; – 1} b. S = {– 2 – 2 2 ; – 2 + 2 2 }



{



{



{ }



27 a. S = {2 – b. S = {– 1 ; 0} 28



}



}



5 ;2+



40



a.



5}



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 265.



38 • 2. Second degré



b. Les solutions sont – 1 et 3. c. (– 1)2 – 2 × (– 1) – 3 = 0 et 32 – 2 × 3 – 3 = 0



b. Il n’y a pas de solution. c. –x2 – x – 3. Δ = – 11 < 0.



41 a. Soit x le nombre inconnu : x + (x + 1) = 473 2x + 1 = 473 2x = 472 72 x= = 236 2 b. Soit x le nombre inconnu : x(x + 1) = 506. x2 + x – 506 = 0 x = 22 ou x = – 23 x 2 42 (1 + ) = 2,25 100 x x = 1,5 ou 1 + = – 1,5 Donc : 1 + 100 100 Donc : x = 50 ou x = – 250 Donc : S = {50}



43



52



Pour x ≠ 3 et x ≠ 5 : x −5 x −5 1 = = x 2 − 8x + 15 (x − 5)(x − 3) x − 3



53



Pour x ≠ – 3 et x ≠ 4 : x 2 + 2x − 3 2x 2 − 2x − 24



=



(x + 3)(x + 1) x +1 = 2(x + 3)(x − 4) 2(x − 4)



54 a. Un minimum. c. – 1. f. 1 et 3.



b. En 2. d. Positif.



55 xercice e Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 265.



56



a.



(x − (−2 − 3))(x − (−2 + 3))



a.



= x 2 – [( – 2 – 3 ) + ( – 2 + 3)]x + ( – 2 – 3)( – 2 + 3) = x 2 + 4x + 1 b. (x + 2)2 – 3 = x2 + 4x + 4 – 3 = x2 + 4x + 1 c. E1 : (x − (−2 − 3))(x − (−2 + 3)) = 0 ; S = {– 2 – 3 ; – 2 + 3 } E2 : x2 + 4x + 1 = 1 + x2 + 4x = 0 + x(x + 4) = 0 ; S = {0 ; – 4} E3 : (x + 2)2 – 3 = – 3 ; S = {– 2} E4 : (x − (−2 − 3))(x − (−2 + 3)) – (x – ( – 2 – 3 )) = 0 b. Graphiquement – 1 et 1 sont les solutions. c. f(1) = g(1) = 0. Donc 1 est solution. f(– 1) = 1,02, g(– 1) = 1. Donc – 1 n’est pas solution. d. S = {– 0,99 ; 1}



44



a. (x – 2)(x + 3) 11 b. 2(x – 1) x + 2 45 a. Pas de factorisation 1 b. 9(x + )2 3 46 Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 265.



(



)



47



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 265.



48



(x – 2)(x – 4) = 0 + x2 – 6x + 8 = 0



49



(x – 1)2 = 0 + x2 – 2x + 1 = 0



50 3x2 + 12x + 12 • x2 + x – 2 • –x2 – 3x – 2 • 3x2 + 3x – 6 •



51 f(x) = x(x – 2) h(x) = (x – 3)2



• (x – 1)(x + 2) • 3(x + 2)2 • –(x + 1)(x + 2) • 3(x + 2)(x – 1) g(x) = –(x – 1)(x + 2) k(x) = –(x + 2)2



+ (x – ( – 2 – 3))(x – ( – 1 + 3)) = 0 ; S = {– 2 –



3 ; –1 +



3}



57 1. a. f (x) = (x – 3)2 – (3x – 2)2 = – 8x2 + 6x + 5 b. f (x) = (x – 3)2 – (3x – 2)2 = (x – 3 – 3x + 2)(x – 3 + 3x – 2) = ( – 2x – 1)(4x – 5) 3 49 c. f (x) = (x – 3)2 – (3x – 2)2 = – 8(x – )2 + 8 8 2. a. f (0) = – 8 × 02 + 6 × 0 + 5 = 5 f(5) = – 8 × 52 + 6 × 5 + 5 = – 165 3 3 3 49 49 f ( ) = –8( – )2 + = 8 8 8 8 8 f( ) ( –2 × ( ) – )( (1 + 2 ) – 5) = ( –2



– )(



– 1)



– 10



– 13



49 b. f admet un maximum sur ℝ égal à , il est 8 3 atteint en . 8 −1 5 ; c. f (x) = 0 + (– 2x – 1)(4x – 5) = 0 ; S = 2 4 2 d. f (x) = 5 + – 8x + 6x + 5 = 5 3 + – 8x2 + 6x = 0 + x( – 8x + 6) = 0 ; S = 0 ; 4 e. f(x) ⩽ 0 + (– 2x – 1)(4x – 5) ⩽ 0 ; −1 5 S = –3 ; ∪ ; +3 2 4



{



{



]



][



}



}



[



2. Second degré • 39



f.



63



x h(x)



–3



x k(x)



–3



66



a.



x x2 – 5x + 4



–3



1 +



4



b. S = ∅



2 ]∪[2 +



]



[



7 [∪]– 2 +



b.



a. S = ℝ



b. S = ]– 3 ; 3[



68



a. S = ]– 2 ; 1[



b. S = ]2 ; 3[



69



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 265.



70



a. S = – 3 ;



]



71



x x2 + 12x + 40



59



–3



+3 +



1 2



–3



2x2 – 2x + 0,5



+3



+



73



–3



–x2 + 3x – 1



–



3+ 5 2 +



+3 –



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 265.



61



a. –3



+3 +



b. x



− 2



–3



–x2 + 2



–



2 +



+3 –



x



–3



x g(x)



–2 +



–3



1 –



–3 –



40 • 2. Second degré



[]



–3



–2



g(x)



–



f(x) × g(x)



–



–1 +



0



74 f(x) > 0 ; S = ]– 2 ; 1[ g(x) < 0 ; S = ]1 ; 3[ h(x) ⩽ 0 ; S = ℝ k(x) ⩾ 0 ; S = [– 3 ; 3] 75 k(x) ⩾ g(x) ; S = [0 ; 3] g(x) ⩾ f(x) ; S = ]– 3 ; 1[ f(x) > h(x) ; S = ℝ g(x) ⩽ h(x) ; S = ∅ a.



+3



+3 –



5



; +3



[



[



a.



+ 0



+



[ ] −1 +2



; –1 ∪



1 + 17 1 + 5 1− 5 ; ∪ 2 4 2



+



76



62 f(x)



5



1 –



0



+



+



0



+



–



0



b. f (x) > 0 ; S = ]– 3 ; – 1[∪]1 ; +3[ f(x) × g(x) ⩽ 0 ; S = ]– 3 ; – 2[∪]– 1 ; +3[



60



x x2 + 2



;



f(x)



b. x



] 1 − 4 17



x



+



3− 5 2



] −1 −2



[



a. S = ℝ



b. S = x



[]



−1 − 5 −1 + 5 ∪ 0; 2 2



a. S = ]– 3 ; – 1[∪]2 ; +3[ b. S = ]– 4 ; – 3[∪]2 ; +3[



72



a.



7 ; +3[



67



b. S = ]– 3 ; – 2[∪



+



2 ; +3[



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 265. 3 a. S = – 3 ; – 5



+3



–



+3 + +3



a. S = ]2 ; 6[



b. S = ]– 3 ; – 2 –



58



6 –



+



64 a. S = ∅ b. S = ]– 3 ; 2 – 65



–1 +



b. S = ]– 3 ; 2[



+3



+ – –



77



f. vrai ; f (2) = f (4) donc l’extremum de f est atteint en 3, comme f (2) > f (3) alors il s’agit d’un minimum. Ce minimum est positif donc le polynôme ne s’annule jamais et son discriminant est négatif.



a.



b. S = ℝ\{– 1}



78 Si l’aire rouge est plus grande que l’aire blanche alors elle est supérieure à la moitié de l’aire du rectangle. D’où l’inéquation : 100 × 140 100x + x(140 − x) > 2 Ainsi : 240x – x2 – 7000 > 0. x doit être plus grand que : 120 − 10 × 74 . 79 ur 2 la valeur v a. Pour de sortie est 12. Pour 3 la valeur de sortie est 20. b. Pour x la valeur de sortie est (x + 1)(x + 2). (x + 1)(x + 2) < 0 ; S = ]– 2 ; – 1[



80



Restitution des connaissances



a. (x – 1)(x2 – x – 2) = x3 – x2 – 2x – x2 + x + 2 = x3 – 2x2 – x + 2



b. –3



x



–1



1



x–1



–



–



x2 – x – 2



+



0



–



f (x)



–



0



+



2



+3



+



0 0



–



0



–



0



+ + +



81 a. (– 2x2 + x + 1)(x2 + x + 2) = – 2x4 – 2x3 – 4x2 + x2 + x3 + x2 + 2x + x2 + x + 2 = – 2x4 – x3 – 2x2 + 3x + 2 b. x – 2x2 + x + 1



–3



– 0,5 +



x2 + x + 2



+



g(x)



+



82



0



–



0



–



1



+3



+ + +



0



85 Supposons le discriminant de f négatif et f factorisable. Il existe x1 et x2 tel que : f (x) = a(x – x1)(x – x2) f admet alors deux racines et donc son discriminant est forcément positif, ce qui est en contradiction avec l’hypothèse de départ. Donc si le discriminant de f est négatif f n’est pas factorisable. 86 Cette question est traitée intégralement dans le cours, partie C, page 67.



Se tester sur le second degré



0



+



84 a. Si une fonction polynôme admet un discriminant strictement positif alors il n’est pas toujours positif. b. Si un polynôme admet un discriminant négatif alors il est toujours positif. c. Si un polynôme n’est pas toujours positif alors son discriminant n’est pas négatif. d. La proposition du a est vrai. Celle du b est fausse ; considérons le polynôme P définit par P(x) = –x2 – 2 son discriminant est négatif et son signe est négatif. Celle du c est fausse ; reprenons le polynôme précédent il n’est pas toujours positif (il est toujours négatif ) et pourtant son discriminant est négatif.



x2 + 5x + 6 > x + 3 ; S = ]– 3 ; – 3[∪]– 1 ; +3[



Raisonnement logique 83 a. faux ; (x + 1)2 + 1 = x2 + 2x + 2 b. faux ; le coefficient devant x2 est négatif donc f admet un maximum. c. vrai ; ∆ = b2 – 4ac = 9 – 8 = 1 donc f admet deux racines. d. faux ; car le trinôme admet une forme factorisée. e. vrai ; car si le polynôme admet deux racines il doit changer de signe entre celles-ci.



Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le manuel, p. 265.



Problèmes 99 Soit x la longueur du champ. x(x – 5) = 3900 x = – 60 ou x = 65 Donc S = {65} Le champ a une longueur de 65 m. 100 Soit x le nombre d’invités. x(x – 1) = 2 × 595 x = – 34 ou x = 35 S = {35} Il y a 35 invités. 101



Soit x et y les deux nombres cherchés. ⎧ x + y = 29 ⎨ 2 2 ⎩ x + y = 445



2. Second degré • 41



105



Donc x2 + (29 – x)2 = 445 2x2 – 58x + 396 = 0 x = 18 ou x = 11 S = {(11 ; 18) ; (18 ; 11)}



Traduction de l’énoncé À la bourse Une action baisse de x % le mardi, le lendemain elle perd 2x % si bien qu’en deux jours elle a diminué de 52 %. Trouver x.



102



Traduction de l’énoncé Aire et périmètre



D



F



C



E



Le problème se traduit par : x 2x (1 – )(1 – ) = 1 – 0,52 = 0,48 100 100 x2 3x – + 0,52 = 0 5000 100 x = 20 ou x = 130 S = {20} La baisse initiale est de 20 %.



106



G



A



B



La figure précédente est constituée de deux carrés juxtaposés. Sachant que son aire est de 90 cm2 et son périmètre de 42 cm, trouver la longueur du coté du grand carré. Soit C le coté du grand carré. Soit c le coté du petit carré. ⎧ 4C + 2c = 42 ⎨ 2 2 ⎩ c + C = 90 Donc 5x2 – 84x + 351 = 0 27 39 S = (3 ; 9) ; ( ; ) 5 5 Soit le grand carré a 9 cm de coté et le petit 3 cm, 39 soit le grand carré a cm de coté et le petit 5 27 cm. 5



{



}



103 On utilise le théorème de Pythagore. 4x2 – 20x = 0 Donc x = 0 ou x = 5 S = {5} 104 Soit x montant de la mensualité et y le nombre de mois : ⎧ x × y = 120 ⎨ ⎩(x + 1)(y − 4) = 120 120 –4=0 x −4x 2 − 4x + 120 =0 x ⎧x = 5 ⎧ x = −6 Soit ⎨ , soit ⎨ y = 24 ⎩ ⎩ y = −20 S = {(5 ; 24)} Gedik rembourse 5 € pendant 24 mois. D’où : – 4x +



42 • 2. Second degré



a. B(x) = 0,1x2 – 2x – 10 b. B(x) > 0 pour x > 10( 2 + 1), donc à partir de 24 143 jouets l’entreprise fait des bénéfices. c. On développe pour trouver le résultat. d. Pour 10 000 jouets le déficit est maximal, et est égal à 20 000 euros. e. Pour 100 000 jouets le bénéfice est maximum, et est égal à 790 000 euros.



107



Soit x le nombre d’enfants de la famille. (x − 1) x 2 − 3x − 4 = 2B =0 x+2 x+2 x = – 1 ou x = 4 S = {4} Il y a 4 enfants dans la famille. x )(200 – 2,5 × x) 10 = – 0,25x2 + 10x + 800 b. La forme canonique est égal : – 0,25(x – 20)2 + 700 2 c. – 0,25(x – 20) + 700 = – 0,25x2 + 10x + 100 + 700 = – 0,25x2 + 10x + 800 d. L’augmentation à appliquer est 2 euros, et la recette sera alors de 700 euros.



108



a. R(x) = (4 +



109 a. On peut dire que le triangle le plus « harmonieux » est le 1. AB BC 1 b. Si AD = 1 : x = = AB et = = x, AD BE BE 1 d’où BE = . x 1 c. AE + EB = AB d’où 1 + = x. x 1 x2 − x − 1 d. 1 + = xB =0 x x −1 − 5 −1 + 5 x= ou x = 2 2 Il faut qu’une longueur soit positive, −1 + 5 donc S = . 2



{



}



110



a. Les deux racines du trinôme sont égales à :



−b − Δ −b + Δ x1 = et x 2 = 2a 2a −2b −b x1 + x2 = = 2a a 2 b − Δ b 2 − b 2 + 4ac c x1 × x2 = = = a 4a 2 4a 2 2 −8 b. • x2 = =2 • x2 = =8 1 −1 6 − • x2 = 3 = 2 −1 c. • 2 × 3 ≠ 4 • – 5,5 × – 3 ≠ – 15 −4 • 2 × –2 ≠ 2 d. u2 + b × u + c = u2 – (u + v) × u + uv = u2 – u2 – uv + uv = 0 Donc u est solution de l’équation x2 + bx + c = 0. Idem pour v. e. La largeur l et la longueur L sont solutions de : ⎧ L + l = 130 ⎨ ⎩ L × l = 4200



113 a. En P Python h :



c. x f (x)



0 0



1 1



2 3



3 6



4 10



5 15



d.



Donc L et l sont solutions de x2 – 130x + 4200 = 0 D’où L = 70 et l = 60.



111 n Python : a. En



b. Il peut acheter 50 croissants.



112 onstructi de la figure avec le logiciel. 1. Construction a2 2. a. L’aire de ABCD = c2 = b + 4 b. Aire de ABCD = Aire de AEFG + Aire de EBHF + Aire de FHCK + Aire de DGFK a2 Aire de ABCD = + 2 × EB × a + EB2. 4 a2 a a2 c. + 2 EB + EB2 = b + + EB2 + aEB = b 4 2 4 EB est solution de x2 + ax = b.



Les points semblent se trouver sur une parabole. e. c est nul car f (0) = a × 02 + b × 0 + c = 0 f. f (1) = a + b = 1 f(2) = 4a + 2b = 3 ⎧a + b = 1 D’où a et b sont solutions de : ⎨ ⎩ 4a + 2b = 3 1 g. a = b = 2 1 1 h. On doit résoudre x 2 + x = 1275. 2 2 Donc x = 50 ou x = – 51. La seule solution est donc x = 50. i. En Python :
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3. Dérivation Objectifs et pré-requis L’objectif de ce chapitre est d’introduire la notion de nombre dérivé d’une fonction : les notions de taux d’accroissement, tangente et fonction dérivée y seront également abordées. Les définitions et propriétés sur les équations de droites vues les années précédentes sont indispensables. Ainsi, un exercice de rappels est proposé dans les activités. Quelques applications, comme la notion de vitesse instantanée en physique, le coût marginal en économie, la méthode de Newton en mathématiques, sont également présentes dans le chapitre sous forme d’exercices et de travaux pratiques. Extrait du programme (Bulletin officiel n° 9 du 30 septembre 2010) : Contenus Capacités attendues Étude de fonction Nombre dérivé d’une fonction en un point. Tangente à la courbe représentative d’une fonc- • Tracer une tangente connaissant le nombre tion dérivable en un point. dérivé. Fonction dérivée.



▶ QCM Pour bien commencer Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le manuel, p. 265.



Corrigés des activités Équations de droites



1 1 ●



y d6



d2



1 0



d1 d4 1 x−2 3 D5 : y = –x + 3



2 D1 : ●



y=



3 x 2 D6 : y = – 5



D2 : y =



1



d3



x



d5



D3 : x = 2,5 D7 : y = 4x + 3



2 D4 : y = − x + 3 5 D8 : y = – 5x – 12
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2



Limite d’une expression 1 a. ● x



– 0,1



– 0,01



0,001



0,01



0,1



f 1(x)



3,01



3,0001



3,000001



3,0001



3,01



y



b.



1 0



1



x



c. Lorsque x se rapproche de 0, f 1(x) se rapproche de 3 (c’est-à-dire de f 1(0)).



2 a. ● x



– 0,1



– 0,01



0,001



0,01



0,1



f 2(x)



– 0,3654



– 0,3367



– 0,3330



– 0,3300



– 0,2990



Les valeurs sont arrondies à 10– 4. b.



y 1



0



1



c. Lorsque x se rapproche de 0, f 2(x) se rapproche de −



3



x



1 (c’est-à-dire de f 2(0)). 3



Approche de la notion de nombre dérivé PARTIE A : Construction de la figure avec le logiciel. PARTIE B



1 Lorsque h s’approche de 0, le point B se rapproche du point A. ● 2 a. ●



f (2) = 3. Cette valeur correspond à l’ordonnée du point A. b. La valeur de f (2 + h) correspond à l’ordonnée du point B. y − yA f (2 + h) − f (2) f (2 + h) − f (2) c. Le coefficient directeur de la droite (AB) vaut B = = . xB − x A (2 + h) − 2 h
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3 ●



f



h f(2 + h)



–2 2



–1 2,25



– 0,5 2,56



– 0,2 2,81



– 0,03 2,97



0,04 3,04



0,1 3,10



0,5 3,56



1 4,25



2 6



h) h



0,5



0,75



0,88



0,95



0,99



1,01



1,03



1,13



1,25



1,5



f( )



NOTE Pour manipuler le curseur avec davantage de précision, placer la pointe de la flèche de la souris sur le point du curseur. Maintenir le clic gauche de la souris tout en appuyant sur les touches directionnelles du clavier.



4 Lorsque h tend vers 0, ●



f (2 + h) − f (2) semble tendre vers 1. h



On conjecture f ’ (2) = 1. NOTE On pourra faire observer la position limite de la sécante, appelée tangente à la courbe au point A.



Corrigés des Travaux pratiques TICE 1



Un nouveau record du monde !



1 a. ●



La vitesse est d’environ 12,42 m/s. b. La vitesse est d’environ 44,71 km/h. Cela correspond à la vitesse (4) donnée dans l’énoncé. d(7,92) − d(6,31) c. . Cela correspond au taux d’accroissement de la fonction d entre 6,31 et 7,92. 7,92 − 6,31



e. La vitesse la plus élevée est 44,71 km/h. Elle ne nous permet pas de déduire la vitesse de pointe d’Usain Bolt pendant la course car elle ne représente qu’une vitesse moyenne.



2 a. ●



La vitesse maximale trouvée à la question 1 n’est qu’une vitesse moyenne (entre le 60e et le 80e mètre). b. c. et d.



On observe une vitesse d’environ 44,82 km/h entre 7,1 s et 7,5 s. e. On observe une vitesse d’environ 44,91 km/h entre 7,1 s et 7,2 s. f. On observe une vitesse d’environ 44,91 km/h entre 7,15 s et 7,175 s.



TICE 2



Traiter des données économiques



1 C(3) – C(2) correspond au calcul du coût marginal de la 3e série, qui est à entrer en D3. ●
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2 a. On pourra insister sur le fait que le prix de traitement des déchets par série est assimilé à la recette ● de la société dans ce cas. D’où : R(q) = 160q. En utilisant l’assistant graphique du tableur, on pourra choisir la fonctionnalité Nuage de points reliés pour représenter les courbes. On remarquera que le prix de traitement des déchets (ou recette) est toujours supérieur au coût total pour 1 ⩽ q ⩽ 8 et par conséquent, l’entreprise est bénéficiaire.



b. On représentera de même les fonctions coûts moyens et coûts marginaux sur un même graphique. Les variations de ces fonctions sont lues sur les graphiques. La fonction coût moyen est décroissante entre 1 et 4 séries de déchets traités puis croissante entre 4 et 8 séries. La fonction coût moyen admet un minimum pour 4 séries de 10 000 t de déchets traités. La fonction coût marginal est décroissante entre 1 et 3 séries de déchets traités puis croissante entre 3 et 8 séries. La fonction coût marginal admet un minimum pour 3 séries de 10 000 t de déchets traités. On observe sur les courbes que lorsque le coût moyen est minimum, la courbe du coût marginal coupe celle du coût moyen en ce minimum, dans ce cas les valeurs de ces deux coûts semblent égales. On peut donc en déduire un optimum technique atteint pour q = 4 séries de 10 000 t. c. Pour cet optimum technique, correspondant à 4 séries traitées, le coût moyen est de 90,25 milliers d’euros et le coût marginal de 90 milliers d’euros. L’écart entre ces deux valeurs est de 0,25 millier d’euros, ce qui n’est pas significatif au regard du montant des coûts (environ 0,25 %). On peut donc conclure que lorsque le coût moyen est minimum, la valeur minimale de ce coût moyen pour une quantité q produite est environ égale au coût marginal correspondant à cette quantité q. d. Le bénéfice correspondant à cet optimum technique est : B(4) =R(4) – C(4) = 279 milliers d’euros.



Algorithmique 1



Obtenir l’équation réduite de la tangente à une courbe en un point



1 a. ●



Le résultat est correct. b. Le coefficient directeur est f ’(a), l’ordonnée à l’origine est –f ’(a) × a + f (a).



2 a. ●



L’entrée de l’algorithme est un nombre A. b. L’algorithme renvoie le nombre dérivé de f en A, c’est-à-dire le coefficient directeur la tangente au point d’abscisse A. c. Casio TI



Rappel : on accède à nbreDérivé en appuyant sur la touche math.



Rappel : on accède à d/dx en appuyant sur la touche OPTN puis en sélectionnant CALC.



d. Le programme renvoie – 3 et 1. C’est en accord avec l’équation obtenue à la question 1.a. e. Une calculatrice TI basique renvoie 0,50000007 et 2,50000021. Une calculatrice Casio basique renvoie 0,5 et 2,5. Les programmes permettent d’obtenir l’équation de la tangente au point d’abscisse – 3 : y = – 0,5x + 2,5 Le programme ne permet pas toujours d’obtenir des valeurs exactes.
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Algorithmique 2



Approximation d’une solution d’une équation : la méthode de Newton



1 ●



f. L’abscisse du point B est 2,7. h. L’abscisse commune aux points D et F est 1,72. L’abscisse commune aux points G et H est 1,44. Ces nombres semblent tendre vers 2, c’est-à-dire vers la solution positive de l’équation x2 – 2 = 0.



2 a. ●



Le point B appartient à la tangente à 𝒞f au point A qui admet pour équation : y = f ’(xA)(x – xA) + f (xA) Les coordonnées du point B vérifient donc cette équation : yB = f ’ (xA)(xB – xA) + f (xA). Or B est le point d’intersection de la tangente avec l’axe des abscisses. Ainsi : yB = 0. On en déduit : 0 = f ’ (xA)(xB – xA) + f (xA), puis l’égalité voulue. b. Le programme renvoie 1,4414554. À la question 1, on avait trouvé une valeur approchée de 1,44 en itérant 3 fois le même procédé. c. Le programme renvoie 1,441 455 368 2. La formule saisie permet d’augmenter le nombre de chiffres significatifs. d. L’entrée est un nombre x (correspondant à l’abscisse du point A). L’algorithme effectue 3 itérations. Il renvoie une valeur approchée de la solution positive de l’équation x2 – 2 = 0 c’est-à-dire de 2. e. Il s’agit de justifier avec les outils du cours que : f ’ (x) = 2x, puis d’utiliser la formule vue à la question 2.a. f. Le programme renvoie 1,414 215 686 3. Ce résultat est plus proche de la solution cherchée. g. et h.



Le programme renvoie 1,414 213 5624 en prenant 2 en entrée et 2,236 067 9775 en prenant 5 en entrée.
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Corrigés des exercices et problèmes Exercices d’application 1



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 265.



2



a. Pour les moteurs à piston : 2119 − 2465 ≈ −115 2008 − 2005



535 − 365 Pour les moteurs à hélice : ≈ 57. 2008 − 2005 1313 − 750 Pour les moteurs à réaction : ≈ 188. 2008 − 2003 Entre 2003 et 2008, le nombre de livraisons d’avions à moteur à pistons a en moyenne fortement diminué, tandis que celui des avions à hélice a légèrement augmenté et celui des avions à réaction a fortement augmenté. b. Pour les avions à moteur à pistons : 1889. Pour les avions à hélice : 555. Pour les avions à réaction : 1246.



3



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 265.



4 a. 4 b. h2 + 6h + 9 = (h + 3)2 5



a. Le coût marginal du 10e objet est 55 euros. Celui du 31e objet est 181 euros. b. 6q + 1



17



En langage naturel :



Entrées :



Les nombres xA, yA, xB et yB.



Traitement : Affecter la valeur à la variable m. Sortie :



yB − y A xB − x A



Afficher la valeur de la variable m.



En langage TI : Prompt A, B, C, D (D–B)/(C–A) → M Disp M



18 x g



a. 0



1 2



3,5



0



1,2



b. g’(0) = 4 et g’(1) = 0. c. C(1,75 ; 1,75) d. S = [0 ; 1,75]



19 a et b. (ci-contre) L’abscisse de ce point est 2.



6



a. Le coût marginal de la 100e montre est 29 711 euros. Le coût marginal de la 101e montre est 30 311 euros. b. 3q2 + 3q + 11



7



f ’(– 1) = 3



8



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 265.



9



f ’(– 2) = 7



10



f ’(5) = −



1 18



11



f ’(1) = −



17 25



12



c. (ci-contre) Cette droite semble tangente à 𝒞f au point d’abscisse – 2. d. y = – 2 x – 1



20



TD



y



TB



+f TC



f ’(0) = 1



13 f ’(– 1) = – 13 f ’(2) = 17 f ’(0) = – 3



TA



x TE



A et D



15



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 265.



50 • 3. Dérivation



1



0



14



16 f ’(0) = 2 f ’(4,5) = – 1



1



f ’(2) = 0 f ’(11) = 0



21 La droite d’équation y = – 4x



est la tangente à 𝒞f au point d’abscisse – 1.



•



•



La droite d’équation y = –4



•



n’est pas une tangente • à 𝒞f .



La droite d’équation y=x–7



•



•



est la tangente à 𝒞f au point d’abscisse 5.



La droite d’équation y = 2x – 12



•



•



est la tangente à 𝒞f au point d’abscisse 3.



22



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 265.



23



a. y = – 2



y = 4x + 30



33



1 y = − x+4 2



34



f ’ (2) = – 2 et f(2) = 3



35



g’(−1) =



4 10 et g(−1) = − 3 3



36 a. La dérivée s’annule en – 1 et 3. b. Les coefficients directeurs des tangentes étant les nombres dérivés de la fonction, on en déduit que la tangente à 𝒞f est parallèle à l’axe des abscisses en les points d’abscisses – 1 et 3. 37 Cela revient à résoudre l’équation f ’(x) = 2. On obtient : la tangente à 𝒞f a pour coefficient directeur 2 aux points d’abscisses – 2 et 3.



b. y = x + 1,5



38



4 67 c. y = − x + ou y = – 0,8x + 6,7 5 10



24



32



1 9 b. = x− 2 4 5 31 d. y = − x − 4 4



a. y = 2x – 9



c. y = 0



f ’ (2) = – 9 et f ’(0,5) = – 9. D’où le résultat.



39 NOTE Dans l’énoncé du spécimen et de certains manuels élève, il faut lire : f définie sur [– 5 ; 3]. a. La tangente à 𝒞f est parallèle à l’axe des abscisses aux points d’abscisses – 3 et 1. b. et c.



25 a. g(0) = 0, g(2) = 2, g’(1) = 0 et g’(2) = – 1. b. Sur l’intervalle ]– 3 ; 2], la tangente (AB) est située au-dessus de la courbe Γ. Sur l’intervalle [2 ; +3[, la tangente (AB) est située en dessous de la courbe Γ. 26



y = –x + 7



27



y=



28



y=5



1 x −1 4



29 a. f (1) = 4 c. y = – 2x + 6 30



b. f ’ (1) = – 2



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 265.



31 a. y = – 3x – 4 b. et c.



y



40



1



f (3 + h) − f (3) = h + 3 d’où f ’(3) = 3. h y = f ’(3)(x – 3) + f(3), d’où le résultat. b. f (x) – (3x – 7) = x2 – 6x + 9 = (x – 3)2 c.



T



+f



0



1



x



a. f (3) = 2



x f(x) – (3x – 7)



– 10



20 +



d. Sur l’intervalle [– 10 ; 20], f (x) ⩾ 3x – 7. On en déduit que sur l’intervalle [– 10 ; 20], la courbe 𝒞f est située au-dessus de la tangente T.
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41



a. f (0) = 5. f (0 + h) − f (0) = −2h − 4 d’où f ’(0) = – 4. h y = f ’(0)(x – 0) + f (0), d’où y = – 4x + 5. b. f (x) – (– 4x + 5) = – 2x2. On en déduit que sur [– 9 ; 15], f(x) – (– 4x + 5) ⩽ 0. Sur l’intervalle [– 9 ; 15], 𝒞f est donc située en dessous de la tangente T.



42



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 265.
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a. f (3) = – 8 f (3 + h) − f (3) = h 2 + 2h − 6 d’où f ’(3) = – 6. h y = f ’(3)(x – 3) + f (3), d’où le résultat. b. f(x) – (– 6x + 10) = x3 – 7x2 + 15x – 9 et (x – 3)2(x – 1) = x3 – 7x2 + 15x – 9. c. –4 x (x – 3)2 x–1 (x – 3)2(x – 1)



1 + –



3



+



d. Sur l’intervalle [– 4 ; 1], la courbe 𝒞f est située en dessous de T. Sur l’intervalle [1 ; 3], la courbe 𝒞f est située au dessus de T.



44



49 b. c. d. e.



a. P1 implique P2 Aucune implication entre P1 et P2 P1 implique P2 P2 implique P1 Équivalence entre P1 et P2



50 (Dans cet énoncé, le « ou » est considéré comme exclusif.) a. faux b. vrai c. vrai d. faux e. faux f. vrai g. faux h. vrai i. faux



Restitution des connaissances



+ +



0 0



–



Raisonnement logique



Pour tout a ≠ 0 : 1 1 − f a h f ( a ) a h a ⎛ a (a (a h) ⎞ 1 = =⎜ × h h ⎝ a( a h ) ⎟⎠ h



51



=−



1 a( a h ) f (a + h) − f (a) 1 tend vers − 2 . h a



Quand h tend vers 0,



a. f ’(x) = 2x



b.



y



Se tester sur la dérivation +f ’



Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le manuel, p. 266.



1 0



1



Problèmes



x



62



y



+f 45 a. f ’(x) = 2x – 4 b. La tangente à 𝒞f au point d’abscisse x est parallèle à l’axe des abscisses si et seulement si f ’ (x) = 0. c. En résolvant f ’ (x) = 0, on en déduit que la tangente en 𝒞f est parallèle à l’axe des abscisses au point d’abscisse 2. d. En étudiant les variations de f, on aurait remarqué le sommet de la parabole en le point d’abscisse 2. 46



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 265.



47



a. faux



b. vrai



c. vrai



d. faux



48



a. vrai



b. vrai



c. faux



d. vrai



52 • 3. Dérivation



j



1



0 i 1



x



63 NOTE Dans l’énoncé du spécimen et de certains manuels élève, il faut lire : f(x) = –x3 + 2x2 + 3x – 2 et f ’(a) = –3a2 + 4a + 3. f a h f (a ) = −h 2 3ah h 2h − 3a 2 + 4a + 3 h En faisant tendre h vers 0, on trouve le résultat attendu.



a.



b. y = 4x – 2



c. À l’aide d’une fenêtre compris entre Xmin = – 0,5 et Xmax = 1,5 ou à l’aide d’une table de valeurs, on conjecture que 𝒞f est au-dessus de T sur l’intervalle ]– 3 ; 0] et en dessous de T sur l’intervalle [0 ; +3[. d. f(x) – (4x – 2) = –x3 + 2x2 – x = –x(x – 1)2 x –x (x – 1)2 x(x – 1)2



–3



0 + + +



0 0



1 – + –



0 0



4. et 5.



+3 – + –



On en déduit la conjecture établie au c.



64 La fonction f est représentée par la courbe verte. La fonction f ’ est représentée par la courbe bleue. La fonction f ’’ est représentée par la courbe rouge. 65 PARTIE A 1. et 2. Construction de la figure avec le logiciel. 3. a. On peut tracer deux tangentes à partir du point A. b. On trouve – 3,24 < a1 < – 3,23 et 1,23 < a2 < 1,24. NOTES • Utiliser la fonction « tangente » de GeoGebra afin de visualiser la tangente à la courbe au point M. • Pour manipuler le curseur avec davantage de précision, placer la pointe de la flèche de la souris sur le point du curseur. Maintenir le clic gauche de la souris tout en appuyant sur les touches directionnelles du clavier. PARTIE B 1. f ’(a) = 2a 2. De l’équation y = f ’ (a)(x – a) + f (a), on déduit y = 2ax – a2. 3. a. Il est nécessaire et suffisant que a soit solution de l’équation : – 4 = 2a × (– 1) – a2, c’est–à–dire de l’équation a2 + 2a – 4 = 0. b. On trouve : −2 + 20 −2 − 20 ≈ 1,24. ≈ −3,24 et a2 = a1 = 2 2



66 1. y = v(α)(x ( )( – α) + h(α). On en déduit : h(2α) = v(α)(2α – α) + h(α) puis le résultat. 2. L’équation réduite de la tangente au point d’abscisse n α est : y = v(nα)(x – nα) + h(nα). En prenant x = (n + 1)α, on obtient le résultat. 3. a. « = C2 + $B1 ». b. en D3 : « = – 5*D2 + 20 ». En D4 : « = $B1*C3 + C4 ».



6. 91 m. 7. Entre 4 et 4,1 secondes.



67 1. Pour la courbe « médiane », en rouge, l’accroissement à l’âge t 0 est égal au quotient g t +1 – g t −1 . Par exemple, l’accroissement de la 2 145 – 135 taille à 10 ans est d’environ de = 5 cm/an. 2 0



0



2. La courbe de l’accroissement du poids se réalise à partir de la même formule que pour l’accroissement de la taille. Le plus simple consisterait à demander aux élèves de saisir dans une feuille de tableur les poids des garçons entre 2 et 22 ans puis de construire les courbes à partir de la formule indiquée. Voici celle correspondant aux poids médians :
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69 1. f ’ (0) = – 1 2. y = f ’(0)(x – 0) + f (0) avec f ’ (0) = – 1 et f (0) = 1, on en déduit le résultat. 3. – 0,5 – 0,3 – 0,2 – 0,1



x 1–x 1 1+ x



0



0,1



0,2



0,3



0,5



1,1



1



0,9



0,8



0,7



0,5



1,43 1,25 1,11



1



0,91 0,83 0,77 0,67



1,5 2



1,3



1,2



On construit de manière analogue les courbes correspondant aux déciles 3, 10, 25, 75, 90 et 97. 3. Un nombre dérivé est la limite d’un taux d’accroissement. 4. La croissance est la plus importante entre 12 et 14 ans.



4. Capture ci-contre : Au voisinage de 0, la courbe 𝒞f et sa tangente son quasiment confondues, c’est-à-dire 1 ≈ 1 − x. 1+ x



68



5.



Traduction de l’énoncé Lecture graphique y On considère une fonction f définie et dérivable sur I = [0 ; 4] ; sa courbe représentative est D donnée ci-contre dans un repère orthogonal. Les tangentes à la courbe aux points 1 d’abscisses 0 et 2 sont 1 0 x également tracées, ainsi que la droite D d’équation y = x + 2. Aux points d’abscisses 1 et 3, les tangentes à la courbe sont parallèles à l’axe des abscisses. 1. Par lecture graphique, déterminer : a. f(0) et f ’ (0) b. f(1) et f ’(1) c. f(2) et f ’(2) d. L’ensemble des réels x tels que f(x) ⩽ x + 2. 2. Par lecture graphique, dresser le tableau de variations de f sur I. 3. On admet que f (x) = x3 – 6x2 + 9x + 2. En utilisant la calculatrice, démontrer que les tangentes à la courbe aux points d’abscisses 0 et 4 sont parallèles.



1. a. f(0) = 2 et f ’ (0) = 9. b. f (1) = 6 et f ’ (1) = 0. c. f(2) = 4 et f ’(2) = – 3. d. S = {0}∪[2 ; 4]. 2. x f



0 2



1 6



3



4 6



2



3. On trouve à l’aide de la calculatrice que : f ’(x) = 3x2 – 12x + 9. Puis : f ’(0) = f ’ (4) = 9.
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1 1 1 = ≈ 1 − (−0,005), donc ≈ 1,005. 0,995 1 − 0,005 0,995



De la même façon,



70



⎛ 1. a. ⎜ x ⎝



1⎞ 2⎠



1 ≈ 0,96 . 1,04



2



5 4



x2 − x



1 4



5 4



f (x )



On en déduit que f est strictement décroissante sur ⎤ ⎡1 ⎡ 1⎤ ⎥ −3 ; 2 ⎥ et strictement croissante sur ⎢ 2 ; + 3 ⎢ . ⎦ ⎦ ⎣ ⎣ b. Courbe ci-contre : c. ∆ = 5. On en déduit 1− 5 les solutions et 2 1+ 5 . 2 2. a. De f (2) = 1 et f ’(2) = 3, on déduit l’équation réduite : y = 3x – 5. b. L’abscisse du point B 0 est solution de



y



+f 1



1 0



x



5 . On en déduit une 3 première valeur approchée de Φ : 1,667. ⎛ 5⎞ 1 ⎛ 5⎞ 7 c. De f ⎜ ⎟ = et f ’ ⎜ ⎟ = , ⎝ 3⎠ 9 ⎝ 3⎠ 3 7 34 . on déduit l’équation réduite : y = x − 3 9 3x – 5 = 0. Elle vaut donc



7 34 L’abscisse du point B1 est solution de x − = 0. 3 9 34 Elle vaut donc . On en déduit une deuxième 21 valeur approchée de Φ : 1,619. d. 1,61 < Φ < 1,62.



4. Étude de fonctions Objectifs et pré-requis Ce chapitre donne les formules de dérivation nécessaires à l’étude de variations d’une fonction. L’objectif est d’utiliser ces variations pour résoudre des problèmes liés à une situation économique (fonction coût, coût marginal, recette, bénéfice, etc.) dans le but par exemple, de déterminer un bénéfice maximal, ou de savoir pour quelle(s) quantité(s) d’un certain produit l’entreprise réalise des pertes ou des bénéfices. La notion de taux d’accroissement ainsi que le lien entre les variations d’une fonction et le signe de sa fonction dérivée sont indispensables pour ce chapitre. Ces deux thèmes sont traités sous forme de TP et d’activités. Extrait du programme (Bulletin officiel n° 9 du 30 septembre 2010) : Contenus



Capacités attendues



Étude de fonction Fonctions de référence : x → x et x → x 3 .



• Connaître les variations de ces fonctions et leur représentation graphique. • Calculer la dérivée de fonctions.



1 Dérivée des fonctions usuelles : x → x , x → x et x → x n (n entier naturel non nul). Dérivée d’une somme, d’un produit et d’un quotient. Lien entre signe de la dérivée et sens de variation. Extremum d’une fonction.



• Exploiter le sens de variation pour l’obtention d’inégalités.



▶ QCM Pour bien commencer Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le manuel, p. 266.



Corrigés des activités 1



Généralités sur les fonctions 1 a. ●



Df = ℝ ; Dg = ]– 3 ; 0[∪]0 ; +3[ ; Dh = [0 ; +3[ et Dk = ℝ b. 𝒞1 : k(x) ; 𝒞2 : g(x) ; 𝒞3 : f(x) et 𝒞4 : h(x) c. x



–3



+3



h



–3



0



+3



–3



0



+3



g



f x



x



0 0



+3



x k



0
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2 ●



2



Lien entre une fonction et sa fonction dérivée 1 f(x) = –x3 + 9x2 – 24x + 20 ● x



–3



f(x)



2 +



0



4 +



5 +



0



+3 –



f



f ’(x) = – 3x2 + 18x – 24 x f ’(x)



–3



2 –



3 +



4 +



0



+3 –



f’



2 a. ●



Existe-t-il un lien entre : • Le signe de f et le signe de f ’ ? Non • Le signe de f et les variations de f ’ ? Non • Les variations de f et les variations de f ’ ? Non • Les variations de f et le signe de f ’ ? Oui



b. « Lorsque la fonction dérivée f ’ d’une fonction f est positive sur un intervalle, alors la fonction f est croissante sur cet intervalle. De même, lorsque la fonction dérivée f ’ d’une fonction f est négative sur un intervalle, alors la fonction f est décroissante sur cet intervalle. »



3



Sens de variation d’une fonction 1 a. ●



Les taux d’accroissement sont : Sur [2003 ; 2005] : 44 Sur [2005 ; 2008] : 85 Sur [2008 ; 2009] : – 41
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b.



Sur [2004 ; 2008], le taux d’accroissement est : 71,5. La fonction affine approchant cet indice est : y = 71,5x + 1186,5. c. Si la tendance se confirmait, en 2014 l’indice serait 1973.



2 • Si f est strictement décroissante et a < b, alors f(a) > f (b). ● f (b) − f (a) < 0. b−a On a donc T < 0. D’où



• Si f est strictement croissante et a < b, alors f (a) < f (b). f (b) − f (a) D’où > 0. b−a On a donc T > 0.



Corrigés des Travaux pratiques TICE 1



Étude graphique de fonctions



⎧h(x) = 40x pour x 艋 10 f (x) = 200 + 20x, g(x) = 30x et ⎨ ⎩h(x) = 400 + 25(x − 10) pour x 艌 11 b. et c. Le choix de la fenêtre est important car sinon les deux courbes n’apparaissent pas distinctement. Le choix : Xmin = 0, Xmax = 60, Ymin = 0 et Ymax = 1500 (scale ou Xgrad = 5 ou 10 et scale ou Ygrad = 100) permet de voir les deux courbes. Xmin = 0, Xmax = 40, Ymin = 0 et Ymax = 2000 convient aussi. C’est ici l’occasion de rappeler l’utilité du choix des unités sur les axes.



1 a. ●



2 a. ●



f (15) = 500, g(15) = 450 et h(15) = 525, donc le Fitness club est plus avantageux. b. Deux séances hebdomadaires sur 6 mois cela correspond à 2 × 26 = 52 séances. f(52) = 1240, g(52) = 1560 et h(52) = 1450, donc Sport toujours est plus avantageux.
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c. Lecture graphique : Pour x ∈ [0 ; 20], f(x) ⩾ g(x) donc le Fitness club est plus avantageux. Pour x ⩾ 20, f (x) ⩽ g(x) donc Sport toujours est plus avantageux. d. On résout f (x) ⩾ g(x) ce qui équivaut à 200 + 20x ⩾ 30x et on trouve x ⩽ 20, puis on résout f(x) ⩽ g(x) et on trouve x ⩾ 20.



TICE 2



Fonctions coûts



1 a. ●



C(50) = 1030 et C(75) = 2255. b. et c.



d. C’(q) = 0,06q2 – 4,2q + 74 e. C’(49) = 12,26 et C(50) – C(49) ≈ 13,1 donc C’(49) ≈ C(50) – C(49). C’(50) = 12,26 et C(51) – C(50) ≈ 13,1 donc C(51) – C(50) ≈ C’(50). C(q + 1) – C(q) = 0,06q2 – 4,14q + 71,92 ≈ C’(q) f. Les deux courbes sont presque confondues, d’où : Cm(q) ≈ C’(q).



g. Le coût marginal est minimal pour q = 35 et on a Cm(35) = 0,5 donc pour tout q > 0, Cm(q) > 0. Ainsi la fonction coût total est strictement croissante (car Cm(q) ≈ C’(q) > 0).
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2 a. C ●



M



(q) = 0,02q 2 − 2,1q + 74 +



80 q



b. q = 53, CM(53) ≈ 20,39. c. Cm(53) ≈ 21,04. On a Cm(53) ≈ CM(53). d. On retrouve bien que Cm(53) ≈ CM(53).



3 a. ●



'M (q) =



C '(q)q − C(q) q2



.



b. Il s’agit d’une démonstration théorique. Il est nécessaire de guider les élèves. C(q) Pour q ≠ 0 C 'M (q) = 0 BC '(q)q − C(q) = 0 Bq = . C '(q) En remplaçant q par



C(q) dans l’expression de CM(q) donnée à la question 2, on retrouve C '(q)



CM(q) = C’(q). Or Cm(q) ≈ C’(q) d’après 1.f, donc la valeur de q qui minimise le coût moyen vérifie Cm(q) ≈ CM(q).



Construction de la courbe de la dérivée



TICE 3



1 et ● 2. Construction de la figure avec le logiciel. Il est possible ●



que l’icône permettant d’afficher la pente de la tangente n’apparaisse pas dans la barre « standard ». Si c’est le cas, il faut cliquer sur l’icône ci-contre relatif aux angles. c. m est le nombre dérivé de la fonction f au point d’abscisse a, c’est-à-dire f ’(a).



3 a. f ’(x) = x2 + 2x – 3 ●



b. Utilisation du logiciel. c. Il s’agit de la fonction représentant la trace du point B défini ci-dessus.



4 ● x f(x)



–3



–3 +



f



Algorithmique 1



0 10



1 –



0



−



+3 +



2 3



Nombre dérivé d’une fonction usuelle



1 L’algorithme renvoie le nombre dérivé de la fonction racine en un nombre A. ● 1



2 On trouve D = 0,5, puis D = 0,25 et enfin D = . ● 2 5 3 a. Pour A = – 1, la calculatrice renvoie un message d’erreur. ● b. Pour les nombres strictement négatifs.
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4 TI : ●



Casio :



Variations de fonctions polynômes de degré 2



Algorithmique 2



3 et g’ s’annule pour x = 2. 4 b. On en déduit donc les tableaux de variations des deux fonctions :



1 a. ●



f ’(x) = 4x – 3 et g’(x) = – 2x + 4, f ’ s’annule pour x =



x



3 4



–3 –



f ’ (x)



0



f



–



x



–3



1 8 +3 –



7



g



2 a. ●



+



2 0



+



g’(x)



+3



f ’(x) = 2ax + b et f ’(x) s’annule pour



=−



b. Si a > 0 : x



Si a < 0 : −



–3



f ’(x) f



b . 2a



–



b 2a 0



+3 +



⎛ b ⎞ f ⎜− ⎟ ⎝ 2a ⎠



x f ’(x) f



−



–3 –



b 2a 0



+3 +



⎛ b ⎞ f ⎜− ⎟ ⎝ 2a ⎠



3 a. ● Entrée :



les réels a, b et c.



Traitement : Si a > 0



⎤ b⎤ alors afficher « f est strictement décroissante sur ⎥– ; – ⎥ 2a ⎦ ⎦ ⎡ b ⎡ et f est strictement croissante sur ⎢– ; +3 ⎢ » ; ⎣ 2a ⎣ ⎤ b⎤ sinon afficher « f est strictement croissante sur ⎥– ; – ⎥ 2a ⎦ ⎦ ⎡ b ⎡ et f est strictement décroissante sur ⎢– ; +3 ⎢ » ; ⎣ 2a ⎣



Fin
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b. Avec Scilab :



c. On retrouve bien les résultats de la question 1.b.



Algorithmique 3



Optimisation d’un bénéfice



1 R(x) = 400x ● 2 ●



À partir d’environ 45 marionnettes fabriquées (précision permise par le graphique), l’entreprise est bénéficiaire. Attention : x est exprimé en dizaines. Il peut être intéressant de demander si l’entreprise restera ensuite constamment bénéficiaire pour montrer aux élèves que le bénéfice n’est pas proportionnel au nombre d’articles produits.



3 B(x) = –x3 + 20x2 + 360x – 2000 ● 4 a. Il affiche le nombre de marionnettes (en dizaines) à partir duquel l’entreprise commence à faire ●



un bénéfice. b. Le nombre de marionnettes obtenu sera une valeur arrondie à la dizaine. En effet, l’algorithme va renvoyer i = 5 marionnettes et B(5) = 175. Or, d’après la question 2, c’est à partir de 45 marionnettes fabriquées que l’entreprise commence à être bénéficiaire ; l’algorithme manque donc de précision. c.



d. On retrouve bien le fait qu’il faut fabriquer au moins 47 marionnettes pour être bénéficiaire.



5 a. ●



Programmation de l’algorithme avec le logiciel. b. Un bénéfice de 5210 € environ pour 195 marionnettes fabriquées. B’(x)= – 3x2 + 40x + 360 s’annule sur [0 ; 30] pour x ≈ 19,5 (soit 195 marionnettes). Le maximum est donc atteint pour x ≈ 19,5 et le bénéfice correspondant est bien d’environ 5 210 €.
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Corrigés des exercices et problèmes Exercices d’application 1



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 266.



2 La courbe représentative de f est 𝒞2, celle de g est 𝒞4, celle de h est 𝒞1 et celle de k est 𝒞3. 3



6 b. c. d. e.



7 a. S = {– 3 ; 3} b. S = ]– 3 ; – 4]∪[4 ; +3[ c. S = ∅ d. S = ]– 1 ; 1[ e. (x – 5)2 ⩾ 4 + x – 5 ⩾ 2 ou x – 5 ⩽ – 2 + x ⩾ 7 ou x ⩽ 3 S = ]– 3 ; 3]∪[7 ; +3[ 8 b. c. d. e. f.



4



a. S = {3 ; 5} S = {– 6 ; – 3 ; – 1,5 ; 2} S = ]– 5 ; – 3,5[∪]0 ; 1,5[ S = {– 6}∪[– 3 ; – 1,5]∪[2 ; 8] S = [– 6 ; 8]



a. 3 ⩽ 3x2 ⩽ 27 – 49 ⩽ – 2x2 + 1 ⩽ 1 – 4000 ⩽ – 4x3 ⩽ – 4 – 3375 ⩽ (x – 5)5 ⩽ – 216 55 ⩽ – 2(x – 1)3 + 1 ⩽ 687 9 ⩽ (– 2x – 4)2 + 9 ⩽ 409



1 1 1 艋 艋 6 x+3 4 1 b. −2 − décrit tous les réels. x 1 3 1 c. 艋 艋 9 2x + 7 3 4 58 d. 1 艋 − +2艋 −3x + 1 31



9



a.



10



a.



⎧1⎫ S=⎨ ⎬ ⎩4⎭



⎡1 ⎡ b. S = ⎤⎦ −∞ ; 0 ⎡⎣ ∪ ⎢ ; + ∞ ⎢ 2 ⎣ ⎣ c. S = ]2 ; 4[ ⎤ ⎡ 5⎡ ⎤9 d. S = ⎥ −∞ ; ⎢ ∪ ⎥ ; + ∞ ⎢ 2⎣ ⎦2 ⎦ ⎣ ⎡ 13 ⎡ e. S = ⎢ ; 3 ⎢ ⎣6 ⎣



5



11



a. Avec l’axe des abscisses : 2 Bx = −2. Sur ]– 3 ; – 4[, f (x) = 0B1 = x+4 On obtient le point A(– 2 ; 0). 2 1 Avec l’axe des ordonnées : f (0) = 1 − = . 4 2 ⎛ 1⎞ On obtient le point B ⎜ 0 ; ⎟ . 2⎠ ⎝ b. 2 −2x − 10 Sur ⎤⎦ −∞ ; – 4 ⎡⎣ , f (x) 艋 3 B1 − 艋 3B 艋0 x+4 x+4
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–3



x



–5



– 2x – 10



+



x+4



–



−2x − 10 x+4



–



–4 –



0



–



0



–



– 3x + 5



+



−3x + 9x − 10 −3x + 5



–



0



S=Ø 3x + 1 2x 2 − x − 1 = 0B =0 x +1 x +1



14



1+3 On résout – x – 1 = 0 : ∆ = 9, d’où : x1 = =1 4 1−3 1 et x 2 = =− . 4 2 ⎛ 1 ⎞ On obtient deux points : A(1 ; 0) et B ⎜ − ; 0 ⎟ . ⎝ 2 ⎠ 2x2



1 Avec l’axe des ordonnées : f (0) = − = −1. 1 On obtient le point C(0 ; – 1) 3x + 1 2x 2 − x − 1 b. Sur ]– 1 ; +3[, f (x) = 2x − = . x +1 x +1 x 2x2



f (x)



−



–1



–x–1



x+1



13



– 3x2 + 9x – 10



a. Avec l’axe des abscisses : sur ]– 1 ; +3[,



f (x) = 0B2x −



c.



5 3



–3



2



S = ]– 3 ; – 5]∪]– 4 ; +3[



12



x



– + –



+



0



+3



+ 0



1 2 –



0



+ +



1



+3



0



+ + +



+ 0



–



0



15 b. c. d. e.



16



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 266. a. S = {3} S = [– 3 ; 3[ S = {– 1 ; 3} S = [– 3 ; – 1[∪]3 ; 4] S = [– 1 ; 3] Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 266.



17



Les courbes semblent n’avoir qu’un seul point d’intersection d’abscisse – 2, donc S = {– 2}.



18



⎤ 1 ⎡ S = ⎥ − ; 1⎢ ⎦ 2 ⎣ ⎤ 5⎡ a. Avec l’axe des abscisses : sur ⎥ −∞ ; ⎢ , 3⎣ ⎦



x −5 −3x + 6x − 5 = 0B =0 −3x + 5 −3x + 5 2 On résout – 3x + 6x – 5 = 0 : ∆ = – 24 < 0. Donc il n’y a pas de point d’intersection avec l’axe des abscisses. 5 Avec l’axe des ordonnées : f (0) = − = –1. 5 On obtient le point C(0 ; 1). f (x) = 0Bx +



2



Les courbes semblent avoir deux points d’intersection. Il faut ensuite s’aider de la table des valeurs pour conclure avec des valeurs approchées à 10-1 près :



⎤ 5⎡ b. Sur ⎥ −∞; ⎢ , 3⎣ ⎦ x −5 −3x 2 + 9x − 10 f (x) 艌 1Bx + 艌 1B 艌0 −3x + 5 −3x + 5 On résout – 3x 2 + 9x – 10 = 0 : ∆ = – 39, donc – 3x2 + 9x – 10 < 0 pour tout réel x.



D’où : S = [– 1,4 ; – 1,3]∪[0,2 ; 0,3].
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19 a. Par lecture graphique, on constate que : f(– 1) = 0 ; f(0) = – 3 et f ’ (1) = 0 (il est tout à fait envisageable de prendre d’autres points de la courbe pour obtenir un autre système permettant de trouver les réels a, b et c). On a f (x) = ax2 + bx + c et f ’ (x) = 2ax + b. On en déduit que : ⎧ f (−1) = 0 ⎧ a − b + c = 0 ⎧ 3a − 3 = 0 ⎧ a = 1 ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ B ⎨ c = −3 B ⎨ c = −3 ⎨ f (0) = −3B ⎨ c = −3 ⎪ f ’(1) = 0 ⎪ 2a + b = 0 ⎪ b = −2a ⎪ b = −2 ⎩ ⎩ ⎩ ⎩



b. Avec la calculatrice, en traçant les deux courbes représentatives des fonctions f et g définies sur ℝ 1 par f (x) = x3 + 4x2 + 4x – 1 et g(x) = x 3 + 3x 2 + x + 1, 2 on trouve que les solutions de l’inéquation (I) : 1 x 3 + 4x 2 + 4x − 1 < x 3 + 3x 2 + x + 1 correspondent 2 ⎤ 1⎡ à l’intervalle ⎥ −4 ; ⎢ . 2⎣ ⎦



Soit finalement : f(x) = x2 – 2x – 3. b. f (x) = 5 : S = {– 2 ; 4} f(x) ⩽ 5 : S = [– 2 ; 4] c.



c.



(I)B f (x) < g(x)B x 2 +



7 x−2 CT(10). b. Vrai car sur [1 ; 13], R(q) ⩾ CT(q). c. Faux, le bénéfice est maximal lorsque l’écart entre les deux courbes est le plus grand (avec la courbe des recettes située au-dessus). Pour x = 6, le bénéfice semble maximal.



a.



30



b. Graphiquement on constate que le prix d’équilibre est 20 et la quantité correspondante est environ 550 (en réalité 555).



26 a. La courbe représentative de la fonction f passe par les points de coordonnées (60 ; 1200) et (75 ; 900). Puisqu’il s’agit d’une fonction affine, elle s’écrit 900 − 1200 f(x) = ax + b avec a = = −20. 75 − 60 On a donc f (x) = – 20x + b et f (60) = 1200, d’où b = 2400. Soit finalement : f(x) = – 20x + 2400. b. Pour x = 40, on a f(40) = – 20 × 40 + 2400 = 1600, soit 1600 places vendues. c. On résout f(x) = 1000 + –20x + 2400 = 1000 + x = 70, soit 70 euros la place.



a. Entre 2005 et 2008 : 74487 − 84525 T = = −3346. 2008 − 2005 84525 − 85390 = −865. Entre 2004 et 2005 : T = 2005 − 2004 52076 − 56680 b. Entre 2005 et 2008 : T = ≈ −1535. 2008 − 2005 56680 − 57825 Entre 2004 et 2005 : T = = −1145. 2005 − 2004 c. Globalement, on constate qu’il y a une forte diminution des accidents corporels et que le nombre d’accidents corporels n’a fait que diminuer à l’exception de l’année 2007. Les accidents corporels en agglomération ont fortement diminué entre 2005 et 2008.



31



Cm(q) = C(q + 1) – C(q) = 2q – 11



32



a. Pour h ≠ 0, T =



b. Pour h ≠ 0, 3(a + h)2 − 2(a + h) + 1 − 3a 2 + 2a − 1 T = h



27



a. C est une fonction affine dont la courbe représentative passe par les points de coordonnées (30 ; 325) et (50 ; 485), on a donc C(q) = aq + b avec 485 − 325 a= = 8. 50 − 30 De plus, C(30) = 325, d’où b = 85. On a donc C(q) = 8q + 85. b. La fonction C est strictement croissante car a > 0.



28 a. S = {– 3 ; 7} b. Avec la calculatrice, on trouve : – 3,68 ⩽ α ⩽ – 3,67. c. Graphiquement : f (x) ⩽ 0 pour x ∈ ]– 3 ; α] et f(x) ⩾ 0 pour x ∈ [α ; +3[. À l’aide des variations : x



–3



α



2 3



–2



+3



f (a + h) − f (a) . h



=



6ah + 3h 2 − 2h = 6a + 3h − 2 h



f (a + h) − f (a) = 6a − 2 , donc f est dérih vable pour tout réel a et f ’(a) = 6a – 2.



c.



limh→ 0



33 Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 266. a. Pour h ≠ 0, ku(a + h) − ku(a) (u(a + h) − u(a)) T = =k× . h h



34



u(a + h) − u(a) = k × u'(a), car u est h dérivable sur I donc la fonction ku est aussi dérivable sur I et (ku)’=ku’. b.



limh→ 0 k ×



16 f f (x)



0



–



0



6,52



+
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42



35 Fonction f



I



Fonction dérivée f ’



x ↦ 3x



ℝ



q→ q



]0 ; +3[



x↦3 1 q→ 2 q



1 x



]0 ; +3[



x→



t→−



ℝ



t 9



t→



4t + 2 3



ℝ



q→



2 3q + 5



⎤ 5 ⎡ ⎥ − 3 ;+∞ ⎢ ⎦ ⎣



t→ q→−



ℝ



−4q 3



1 9



43



5



b.



f ’(x) = −15x 2 −



e.



f ’(x) =



2



1



q→−



4 3



1



37



2 4 + 3 x2 Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 266.



38



Pour n = 3, f ’(x) = −



3 x4



5



x6 14 Pour n = 14, f ’(x) = − 15 x 39 a. Formule 2 b. Formule 1



40 b. c.



41



a.



C’(x) =



100 x2



+ 100 ; I = ]0 ; +3[



f ’(x) = −20x 4 + 7 + g’(x) =



4



3 2 x



; I = ]0 ; +3[



+ 6x − 18x 5 ; I = ]– 3 ; 0[



x2 Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 266.
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h’(x) =



44



a.



( 2x



b.



g’(x) =



c.



h’(x) =



d. C’(x) =



4 (4x + 9)2



−4x + 4 − 4x + 1



2



)



( −5x



2



+ 2x + 3



2



; I = ]1 ; +3[



; I = ]0 ; +3[



18x x



−4x 2 + 4x − 9 2x 4 x2



)



−6x 2 − 2x + 2 ;I=ℝ 3



15x + 3



100



⎤ 9 ⎡ ; I = ⎥− ; + ∞⎢ ⎦ 4 ⎣ ⎤ 2⎡ ; I = ⎥ −3 ; 1 − ⎢ 2 ⎥⎦ ⎢⎣



2



40x − 8



f ’(x) =



4 x



x2



Pour n = 5, f ’(x) = −



f ’(x) = −



g’(x) =



c.



4 3



36 a. f ’(x) = 3 b. f ’(x) = 10x – 10 3 − 4 (Df ’ = ]0 ; +3[) c. f ’(x) = 2 x d.



a.



3x 2



( 3q + 5)



; I = ]– 3 ; 2[



)



6



x→



]0 ; +3[



x x→ 2 q→



x→−



]0 ; +3[



5 x→ 3x



10 (−2x + 4)2



1 ; I = ]– 3 ; 0[ 4x 2 ⎤2 ⎡ −3x 2 + 4x − 7 ; I = ⎥ ; + ∞⎢ d. k’(x) = 2 3 ⎦ ⎣ ( −3x + 2



x2



t→−



; I = ]0 ; +3[



4 x



h’(x) =



c.



1



x→−



g’(x) =



b.



1



’(x) =



a.



; I = ]– 3 ; 0[



+ 100 ; I = ]0 ; +3[



45



a. f(x) = 9x2 – 30x + 25 et f ’(x) = 18x – 30. b. En posant v = u dans la formule (uv)’ = u’v + uv’, on trouve que (u2)’ = (uu)’ = u’u + uu’ = 2uu’. c. f ’(x) = 2 × (– 3) × (5 – 3x) = 18x – 30.



46 REMARQUE Les programmes nbreDérivé sur TI ou d/dx sur Casio renvoient des approximations des nombres dérivés (il s’agit de développements limités). C’est pourquoi sur Casio, il faut rajouter un 3e paramètre de tolérance pour que le programme renvoie vrai pour A = 1. Sur TI ce n’est pas nécessaire pour cette fonction mais ce l’est pour beaucoup d’autres. a. L’algorithme vérifie pour un nombre A donné si la dérivée de la fonction f en A est égale à 3A2 – 1. Si c’est le cas, il renvoie vrai, sinon il renvoie faux. b. Pour A = 1, l’algorithme renvoie vrai et pour A = 2, il renvoie faux. c.



f ’(x) = 3x 2 −



1 2



donc f ’(1) = 2 et f ’(2) =



47 . 4



x Pour A = 1, le résultat trouvé par Maël est le même malgré une dérivée fausse et pour A = 2, les résultats trouvés sont différents.



d.



Au point d’abscisse – 2 : y = 16x + 17.



51



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 266.



52



f ’ (x) = x2 + 2x – 4 f ’(x) = 0 pour x = −1 − 5 et pour x = −1 + 5



47 1. a. f(0) = 2 et f ’ (0) = 9. b. f (1) = 6 et f ’ (1) = 0. c. f (2) = 4 et f ’ (2) = – 3. 2. a. f dérivable sur [0 ; 4] et f ’(x) = 3mx2 + 2nx +p. ⎧ f (0) = 2 ⎧ q = 2 B⎨ ⎨ ⎩ f ’(0) = 9 ⎩ p = 9



f ’(x )



−1 + 5



−1 − 5



–3



x



+



0 22,1



–



f



(5x − 1)2 ⎤ 1⎡ f ’(x) < 0 pour tout réel x de ⎥ −∞ ; ⎢ . 5⎣ ⎦ x



Soit finalement : f(x) = x3 – 6x2 + 9x + 2.



48 1.a. f(0) = – 2 et f ’(0) = – 3. b. f (1) = – 1 et f ’(1) = 4. c. f (3) = 7 et f ’ (3) = 0. 2.a. f dérivable sur ℝ et f ’ (x) = 3mx2 + 2nx +p. ⎧ f (0) = −2 ⎧ q = −2 B⎨ ⎨ ⎩ f ’(0) = −3 ⎩ p = −3



1 5



–3



f ’(x)



–



f 1 3 =− x+ . 2 2



Au point d’abscisse 1 :



⎧ f (3) = 7 ⎧ 27m + 9n − 9 − 2 = 7 b. ⎨ B⎨ ⎩ f ’(3) = 0 ⎩ 27m + 6n − 3 = 0



54



⎧ 3n = 15 ⎧n = 5 B⎨ B⎨ 27m = 3 − 6n ⎩ ⎩m = −1



f ’(x) = 3 −



2 (x − 1)



2



f ’(x) = 0 pour x = 1 −



=



3x 2 − 6x + 1 (x − 1)2



6 6 et pour x = 1 + . 3 3



Soit finalement : f(x) = –x3 + 5x2 – 3x – 2. x



f ’(x) = 4x – 5



x



5 . 4 5 4



f ’ (x )



–



0 −



f



Au point d’abscisse



+3 +



17 8



f ’(x) f



+3



–3 +



0



Au point d’abscisse 3 : y =



x f ’(x )



+3 +



6,9 5 3 x+ . 2 2



f '(x) = 9x 2 − 30x + 24



f ’(x) = 0 pour x =



1 1 : y = −3x + . 2 2



50 f ’(x) = 3x2 + 4 f ’(x) > 0 pour tout réel x. x



–



f



55



6 3



1+



1



f ’(x )



–3



146 . 3



8



f ’(x) = −



53



⎧m = −5 − n ⎧m = 1 B⎨ B⎨ −3n − 15 + 2n + 9 = 0 ⎩ ⎩ n = −6



f ’(x) = 0 pour x =



+



7,2



Au point d’abscisse 4 : y = 20x −



⎧ f (1) = 6 ⎧m + n + 9 + 2 = 6 b. ⎨ B⎨ B ⎩ f ’(1) = 0 ⎩ 3m + 2n + 9 = 0



49



0



+3



4 et pour x = 2. 3 4 3



–3 +



0 0,44



+3



2 –



f



0



+



0



Au point d’abscisse 0 : y = 24x – 12.
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56 Il s’agit de fonctions de références, le calcul de la dérivée est donc inutile. x



+3



–3



f x



62



a. f ’(x) = 2ax + b



⎧ f (2) = 5 ⎧ 4a + 2b + c = 5 ⎧ c = 5 ⎧c = 5 ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎨ f (1) = 0 B ⎨ a + b + c = 0 B ⎨ −a + c = 0 B ⎨ a = 5 ⎪ f ’(1) = 0 ⎪ 2a + b = 0 ⎪ b = −2a ⎪ b = −10 ⎩ ⎩ ⎩ ⎩ D’où f (x) = 5x2 – 10x + 5. b. f ’ (x) = 10x – 10 et s’annule pour x = 1.



–3



3



g



+3



x



3



–3



1



f



+3



0



f(1) = 0 et f (2) = 5. x



5 8



–3



+3



57 x



–4



1



f ’ (x)



–



3



0



a. f ’(x) = 3ax2 + 2bx + c



⎧ f (0) = −4 ⎧ d = −4 ⎧ d = −4 ⎧ d = −4 ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ f ’(0) = 0 ⎪ c = 0 ⎪c = 0 ⎪c = 0 B⎨ B⎨ B⎨ ⎨ f (2) = −8 8a + 4b − 4 = −8 −4a = −4 ⎪ ⎪ ⎪ ⎪a = 1 ⎪ f ’(2) = 0 ⎪⎩12a + 4b = 0 ⎪⎩ b = −3a ⎪⎩ b = −3 ⎩ D’où f ’(x) = x3 – 3x2 – 4.



57 – 16



h



63



+



64



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 266.
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D’après les graphiques : x



58 x



–3



–4



1,5



3



+3



–3



1



f



+3



–5



f x



59



a. Sur [5 ; 8], f est décroissante (car sa dérivée est négative sur cet intervalle), donc f(5) ⩾ f(8). b. Sur [0 ; 3], f est croissante (car sa dérivée est positive sur cet intervalle), donc f(0) ⩽ f(3). c. f ’(4) = 0, c’est la seule valeur de x qui annule la dérivée en changeant de signe, donc le maximum de f est bien atteint pour x = 4.



60 x



–5



f ’ (x)



–1 +



0



2 –



0



4 +



–3



0,5 0,2



g



2,5



+3



– 1,7 x



+3



–3



h Dressons les tableaux de signes des fonctions k1’, k2’ et k3’ associées aux courbes 𝒞1, 𝒞2 et 𝒞3. x



–3



k 1 ’(x )



0,5 +



2,5



0



–



+3



0



+
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a. Sur [1 ; 3], le maximum de f est – 4 donc l’équation f(x) = 0 n’a pas de solution. Sur [3 ; 7], f est dérivable et strictement croissante et f(x) ∈ [– 10 ; 1] donc l’équation f(x) = 0 a une unique solution α ∈ [3 ; 7]. Sur [7 ; 10], f est dérivable et strictement décroissante et f(x) ∈ [– 3 ; 1] donc l’équation f(x) = 0 a une unique solution β ∈ [7 ; 10]. L’équation f(x) = 0 a donc deux solutions. b. x f ’ (x)



1 –



α 0



+
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β 0



10 –



k1 x



–3



k 2 ’( x )



1 –



0



+3 +



k2 x k 3 ’( x ) k3



+3



–3 –



On peut donc en déduire que 𝒞1 est la courbe représentative de la fonction dérivée de g, 𝒞2 celle de la fonction dérivée de f et 𝒞3 celle de la fonction dérivée de h.



x



8 x +1 8 2(x − 1)(x + 3) b. On a f ’(x) = 2 − = (x + 1)2 (x + 1)2 f ’(x) = 0 + x = 1 et x = –3 et x ≠ – 1 D’où le tableau de variations de la fonction f.



66



f (x) = 2x + 1 +



a.



C '(q) = − =



250 q2



+ 0,001 =



q2



0,001(q − 500)(q + 500) q2



500



0



C ’(q)



–



+3



0



C’



+



101



Pour 500 dizaines de pneus fabriqués, le bénéfice est minimal.
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a. f ’(x) = 3(–x2 + x + 2)



On résout −x 2 + x + 2 = 0 : ⌬ = 9, x1 = −1 et x 2 = 2 x f’ (x)



–3 –



–1 0



2 f



−



+



2 0 11



+3 –



5 2



b.



Sur [– 3 ; – 1], f est dérivable et strictement ⎡ 5 47 ⎤ décroissante et f (x) ∈ ⎢ − ; ⎥ donc l’équation ⎣ 2 2 ⎦ f(x) = 0 a bien une unique solution α dans [– 3 ; – 1]. c. Sur [– 1 ; 2], f est dérivable et strictement crois⎡ 5 ⎤ sante et f (x) ∈ ⎢ − ; 11⎥ donc l’équation f(x) = 0 a 2 ⎣ ⎦ bien une unique solution β dans [– 1 ; 2].



β 0



–



+



γ 0



+3 –



a.



x



=



–3



f’ (x)



1,2 +



0



+3 –



On peut déjà éliminer la courbe 𝒞3 car la fonction 5 représentée est toujours positive. De plus f '(1) = , 2 donc la courbe 𝒞2 ne peut pas convenir car elle passe par le point de coordonnées (1 ; 1,5). La courbe 𝒞1 peut être la courbe représentative de f ’ car le tableau de signes est le même et 𝒞1 passe bien par le point de coordonnées (1 ; 2,5).
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On en déduit donc les variations suivantes : x



+



5 5 x+ 2 2 Le coefficient directeur de la droite (AB) est égal à f ’(1). b. De la courbe représentative de f on en déduit avec la précision permise par le graphique le tableau de signe de f ’ :



70



0,001q 2 − 250



α 0



–3



f’ (x)



67 a. L’équation f(x) =1 admet 3 solutions : une dans [4 ; 7], une dans [7 ; 9] et une dans [9 ; 10], car sur chacun de ces intervalles f est dérivable et strictement monotone et 1 appartient à chacun des intervalles images [0 ; 2], [0 ; 3] et [– 4 ; 3]. b. f ’ (x) ⩽ 0 équivaut à f décroissante donc S = [4 ; 7]∪[9 ; 10]. c. – 4 ⩽ f (x) ⩽ 3 d. Sur [4 ; 9], 0 est le minimum de f atteint pour x = 7. 68



d. Sur [2 ; 4], f est dérivable et strictement décroissante et f (x) ∈ [– 15 ; 11] donc l’équation f (x) = 0 a bien une unique solution γ dans [2 ; 4]. e. α ≈ – 1,7 ; β ≈ – 0,2 et γ ≈ 3,4.



a. f ’ (x) = 6x2 + 5 > 0 pour tout réel x donc f strictement croissante sur ℝ. b. Sur [– 10 ; 10], f est dérivable et strictement croissante et f(x) ∈ [– 2057 ; 2043], donc l’équation f(x) = 0 a bien une unique solution α sur [– 10 ; 10]. c. Sur ]– 3 ; – 10], f est croissante donc f(x) ⩽ f (– 10) < 0, donc l’équation f (x) = 0 n’a pas de solution sur ]– 3 ; – 10]. Sur [10 ; +3[, f est croissante donc 0 < f(10) ⩽ f(x), donc l’équation f (x) = 0 n’a pas de solution sur [10 ; +3[. L’équation f(x) = 0 n’a pas d’autre solution sur ℝ. d. Sur [1 ; 8], f est dérivable et strictement croissante et f (x) ∈ [0 ; 1057]. Donc l’équation f(x) = k a une unique solution pour tout k ∈ [0 ; 1057] et pour tout k ∈ ]– 3 ; 0[∪]1057 ; +3[ l’équation f (x) = k n’a aucune solution.



72 a. Vrai, car f ’ (3) < 0 et f ’(8) > 0. b. Renseignements insuffisants : les deux nombres sont négatifs. c. Vrai, car le maximum de f sur [1 ; 20] est 0. d. Renseignements insuffisants. 73



On pose



(x) =



1 + x − 2 définie et dérix −3



vable sur ]3 ; +3[. 1 (x − 3 − 1)(x − 3 + 1) (x − 4)(x − 2) f '(x) = 1 − = = (x − 3)2 (x − 3)2 (x − 3)2
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x



4



3



f ’( x)



–



+3



0



f



+



3



74 a. f ’(– 3) ⩾ 0, f ’ (– 4) ⩽ 0 et f ’(– 2) = 0. Donc : f ’(– 4) ⩽ f ’ (– 2) ⩽ f ’ (– 3). b. On ne peut pas comparer f ’ (– 3) et f ’ (– 2,5), on sait juste qu’ils sont tous deux positifs. c. Sur [– 5 ; – 3,5] et sur [– 2 ; – 1], f est décroissante (car f ’ (x) ⩽ 0) et sur [– 3,5 ; – 2] f est croissante (car f ’(x) ⩾ 0). 75 NOTE Dans le spécimen et certains manuels, à la question d, il s’agit en réalité de comparer les positions de 𝒞f et de T. a. 1 (2x + 2 − 1)(2x + 2 + 1) (2x + 1)(2x + 3) '(x) = 4 − = = (x + 1)2 (x + 1)2 (x + 1)2 On en déduit donc que : −



–3



f ’(x )



+



3 2



0



−



–1 –



–



1 2



0



+3 +



– 11 f



a. On résout : f (x) = g(x). On trouve les points ⎛1 ⎞ A(0 ; 1), B ⎜ ;0 ⎟ et C(4 ; 49). ⎝2 ⎠ b. Axe des abscisses : f (x) = 0Bx =



Le minimum de la fonction f sur ]3 ; +3[ est 3, donc pour tout réel x de ]3 ; +3[ f (x) ⩾ 3.



x



76



–3



b. y = 3x – 6 c.



1 . On retrouve 2



le point B. Axe des ordonnées : f (0) = 1, on retrouve le point A. 5 c. On résout g’(x) = 0, et on trouve x = 0 ou x = . 3 On retrouve le point A(0 ; 1) et on a aussi le point ⎛ 5 ⎛ 5⎞ ⎞ ⎛ 5 98 ⎞ D ⎜ ; g ⎜ ⎟ ⎟ , c’est-à-dire D ⎜ ; − ⎟ . ⎝ 3 27 ⎠ ⎝ 3 ⎝ 3⎠ ⎠



Raisonnement logique 77 NOTE Dans le spécimen et certains manuels, il faut lire, à la question 2 : proposition b, et à la question 3 : proposition c. 1. a. Faux, dire que 4 est le minimum de la fonction ne signifie pas que x = 4. b. Faux, on peut avoir f ’(2) > 0. c. Faux, c’est le signe de f ’ qui nous intéresse et non celui de f . d. Vrai : f ’ (x) = 0 + x2 – 3x + 2 = 0 (car x2 + 1 > 0) On a : ∆ = 1, x1 = 1 et x2 = 2. Donc f ’(x) ⩾ 0 sur ]– 3 ; 1]∪[2 ; +3[, donc f croissante sur ]– 3 ; 1] et sur [2 ; +3[. e. Faux, pour f ’(x) = x2 – 3x + 2, f est décroissante sur [1 ; 2]. 2. « Si f est décroissante sur [1 ; 3] alors f ’(1) ⩽ 0 et f ’ (3) ⩽ 0 », ce qui est vrai (f ’ (x) ⩽ 0 pour tout x de [1 ; 3]). 3. « Si f n’est pas croissante sur [– 1 ; 10] alors il existe un réel x de [– 1 ; 10] tel que f (x) < 0 ». La proposition est fausse car il n’y a pas de lien entre les variations d’une fonction et son tableau de signes. On peut prendre par exemple f (x) = – 2x + 40, f est décroissante sur [– 1 ; 10] et f (x) >0 pour tout x de [– 1 ; 10]. 4. Il faut rajouter ∆ ⩽ 0 à la condition a > 0.



Restitution des connaissances 78 d. Graphiquement, on constate que sur ]– 3 ; – 1[, 𝒞f est en dessous de T et sur ]– 1 ; +3[, 𝒞f est au-dessus de T. 1 (x + 3)(x + 1) + 1 (x + 2)2 e. f (x) − (3x − 6) = x + 3 + = = x +1 x +1 x +1 Donc sur ]– 3 ; – 1[ 𝒞f est en dessous de T et sur ]– 1 ; +3[ 𝒞f est au dessus de T.
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a.



u(a + h) u(a) u u − (a + h) − (a) v(a + h) v(a) v v = h h u(a + h) × v(a) − u(a) × v(a + h) v(a + h) × v(a) = h =



u(a + h) × v(a) − u(a) × v(a) + u(a) × v(a) − u(a) × v(a + h) h × v(a + h) × v(a)



b. On en déduit : u u (a + h) − (a) v(a) ⎡u(a + h) − u(a)⎤ − u(a) ⎡v(a + h) − v(a)⎤ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ v v = h h × v(a + h) × v(a)



c.



Or u et v sont dérivables donc u(a + h) − u(a) limh→ 0 = u'(a), h v(a + h) − v(a) limh→ 0 = v '(a) et h limh→ 0 v(a + h) × v(a) = v 2 (a). Donc : u u (a + h) − (a) u'(a)v(a) − u(a)v '(a) v limh→ 0 v = et ce h v 2 (a) '



⎛u⎞ u'v − v 'u . pour tout réel a de I, d’où ⎜ ⎟ = ⎝v⎠ v2 c. En posant u(x) = 1 pour tout x de I dans la formule de la question précédente on obtient : '



⎛ 1⎞ 0 × v(x) − v '(x) × 1 v '(x) =− 2 . ⎜⎝ v ⎟⎠ ( x = v 2 (x) v (x)



)



Se tester sur l’étude de fonctions



d. Graphiquement on trouve le prix d’équilibre pour x ≈ 2. On peut également s’aider de la calculatrice pour trouver l’abscisse du point d’intersection. On résout f(x) = g(x) et on trouve : −11 + 205 x2 = ≈ 1,7 (x1 étant négative). 2



88 a. C’(q) = 3q2 – 10q + 40 > 0 (car ∆ = – 380 < 0), donc C est strictement croissante sur [0 ; 6]. b.



Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le manuel, p. 266.



Problèmes 86 62 1. a. 6,2 b. Entrée : x et y Affecter la valeur 0,80x + y à la variable r Sortie : afficher r c. Pour x allant de 1 à 10 ⎛ x⎞ y = partie entière ⎜ ⎟ ⎝ 2⎠ Afficher y x=x+1 Fin du pour 2. a. Oui, il y a un bénéfice dont la valeur vaut : B = 84 × 1 + 78 × 0,8 – 25 = 121,4. b. Non, car le bénéfice maximal est égal à 100 × 1 + 100 × 0,8 – 25 = 155.



87 NOTE Dans le spécimen et certains manuels, il faut lire : g’(x) = –11x2 + 22x + 20000. a. f ’ (x) = 3x2 + 1 > 0, donc f est croissante ce qui signifie que plus le prix est élevé plus l’offre proposée augmente. b. g’(x) = – 22x + 22 pour x ∈ [1 ; 20] donc g est décroissante ce qui signifie que plus le prix est élevé plus la demande des clients diminue.



c. Avec la précision permise par le graphique : Sur [0 ; 1,3], la courbe de C est au-dessus de D donc l’entreprise est déficitaire pour moins de 13 ballons fabriqués et vendus. Sur [1,3 ; 6], la courbe de C est en dessous de D donc l’entreprise est bénéficiaire entre13 et 60 ballons fabriqués et vendus. d. B(q) = 400q – C(q) = –q3 + 5q2 + 360q – 400 e. B’(q) = – 3q2 + 10q + 360 5 − 1105 B’(q) = 0 pour = ≈ −9,4 et 1 3 5 + 1105 q2 = ≈ 12,75 . 3



4. Étude de fonctions • 71



x



6



0



B’ (q)



b. Déterminer la quantité de hamacs à fabriquer et à vendre quotidiennement pour que l’entreprise réalise un bénéfice maximal et donner la valeur de ce bénéfice maximal (on donnera ce bénéfice maximal arrondi à l’unité d’euro).



+ 1 724



B –400 f. Le bénéfice est maximum pour 60 ballons produits, le bénéfice correspondant est de 1724 euros.



89



−2x 2 + 14x − 16 艌 0. x On cherche les valeurs qui annulent f (x) : ⌬ = 68, x1 ≈ 5,56 et x 2 ≈ 1,44 a. Pour x ∈ [0,5 ; 5], f (x) 艌 0 B



x



a. R(10) ( ) = 150 10 B(q) = R(q) − C(q) = 15q + − 1,2q − 150 q



b.



10 = + 13,8q − 150 q



1,44 –



f '(x) = −2 +



16 x



B '(q) = −



q2



+ 13,8 =



10 B '(q) = 0 B q = 13,8 x B’ (q)



=



−2x 2 + 16 x



=



2



+



2( 8 − x)( 8 + x)



–



f –19



10 ou q = − 13,8 60 +



⎤ 1 ⎡ a. Pour x ∈ ⎥ − ;+∞ ⎢ , ⎦ 2 ⎣



678,2 –126,2



0,8



Le bénéfice est maximal pour environ 28 hamacs et ce bénéfice est égal à environ 269 euros.
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B



x −3+



1 (x − 3)(2x + 1) + 1 2x 2 − 5x − 2 = = = f (x) . 2x + 1 2x + 1 2x + 1



e. b. et c. f '(x) = 1 −



2 (2x + 1)



2



=



4x 2 + 4x − 1 (2x + 1)2



f ’(x) = 0 + 4x2 + 4x – 1 = 0 et x ≠ −



Traduction de l’énoncé Hamacs de jardin Une entreprise fabrique des hamacs de jardin qu’elle stocke dans un entrepôt. Sa fabrication quotidienne varie entre 5 et 50 pièces. Le bénéfice quotidien de cette entreprise s’exprime par la fonction f définie pour x ∈ [0,5 ; 5] par 16 f (x) = −2x + 14 − , x est exprimé en dizaines x de hamacs fabriqués et vendus quotidiennement et f (x) est exprimé en centaines d’euros. a. Déterminer pour quelles quantités de hamacs fabriqués et vendus l’entreprise réalise un bénéfice. Arrondir ces quantités à l’unité.
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5



2,69



q2



90



x2



0



13,8q 2 − 10



1



+



2 2



f ’ ( x) d.



2



0,5



x



10



5



0



Entre 15 et 50 hamacs fabriqués en vendus, l’entreprise réalise un bénéfice. b.



c.



0,5



f (x)



∆ = 32, donc x1 = et x 2 =



x



1 −4 − 4 2 −1 − 2 − . 2 2 −



–



f y=



1+ 2 2



1 2



f ’( x )



d.



1 2



0 –2,09



47 134 x− 49 49



+3 +



x 2 24 194 − x+ 5 5 5 2x − 24 C m ’(x) = 5



e et f.



C m (x) =



94



0



x



12



C m’ (x ) Cm



–



50



0



+



38,8



298,8 10



Le coût marginal est minimal pour 12 tonnes de lessive



95 92 1. a. R(5) = 200, C(5) ≈ 120, il y a bénéfice d’environ 80000 €. b. 9 tonnes de marchandises et C(9) = 300, c’est rentable (on gagne 60000 €). c. q ∈ [2 ; 10] d. Pour q ≈ 7, le bénéfice est maximal, il vaut 100 000 € 2. a. R(q) = 40q b. On résout R(q) ⩽ C(q) + q(–q2 + 12q – 20 ) ⩽ 0. Or q ⩾ 0 et –q2 + 12q – 20 = 0, donc ∆ = 64, q1 = 2 et q2 = 10. On trouve donc : q ∈ [0 ; 2]∪[10 ; +3] ce qui est cohérent avec la question 1. c. B(q) = –q3 + 12q2 – 20q d. B’(q) = – 3q2 + 24q – 20



1. a. Cm(q) = 3q2 – 24q + 60



b. Cm’(x) = 6q – 24 x



Cm



q



1 +



B’ (q )



0



4 –



10



0



+



60



120 12



c. CM(q) = q2 – 12q + 60 d. C’M(q) = – 2q – 12 x



0



6



C m’( q ) Cm



2 21 4+ 3



0



C m’( q )



–



10



0



+



60



40 24



12 –



105,028 B –9



–240



2 21 ≈ 7 tonnes de produits 3 vendus, le bénéfice est maximal et il vaut environ 105028 €. Pour q = 4 +



e.



93 1. a. B(q) = – 2q2 + 50q – 200 b. B(8) =72 2. a. B(q) ⩾ 0 + q ∈ [5 ; 20] (∆ = 900, q1 = 5 et q2 = 20). b. On cherche les valeurs de q pour lesquelles C est en dessous de R et on retrouve le même résultat. 3. a. B’(q) = – 4q + 50 b. q



0 +



B’ (q )



12,5 0



25 –



e. CM(6) = Cm(6) = 24. Le niveau de la production en acier est alors q = 6. 2.a. C’(q) = 3q2 – 24q + 60 (∆ = – 144, donc C’(q) > 0). x



112,5



10



0



C ’( q)



B –200



+



–200



c. Pour 12,5 kg, le bénéfice est maximal et vaut 112,5 euros.



400 C 0
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d. La fonction satisfaction est strictement croissante (la satisfaction des salariés ne fait que croître lorsque les salaires croissent) mais si on observe la courbe et le tableau de valeur, on constate que celle-ci croît très rapidement pour atteindre une satisfaction presque maximale à partir d’un salaire de 100000 € annuel : indice de satisfaction égal à 99.



b. m =



yM xM



=



C(q) = C M (q) q



c. On a démontré à la question précédente que le C(q) coefficient directeur de la droite (OM) est : , q donc égal à CM(q). Si on déplace M(q ; C(q)) sur la courbe 𝒞C, (OM) devient tangente à 𝒞C quand le coefficient directeur de (OM) approche C’(q), donc lorsqu’il devient égal à Cm(q). En ce point, on considère que CM(q) = Cm(q). On a vu précédemment en question 1.e. que cette valeur de q est celle qui minimise le coût moyen. En conclusion, on obtient en déplaçant M sur la courbe 𝒞C, la valeur de q pour laquelle le coût moyen est minimal lorsque la sécante (OM) à la courbe 𝒞C devient tangente à 𝒞C.



96 Partie A 1. a. x = 4 b. Il y a envie sur [0 ; 4] et rejet sur [4 ; 8]. 2. a. v(4) = 0 b. v(x) = – 12,5x + 50 Partie B 100 1. v(x) = (x + 1)2 2. a. f ’ (x) = v(x) > 0 pour x ⩾ 0, donc f strictement croissante sur [0 ; +3[. b.



c. Un salaire annuel de plus de 100000 euros correspond à x ⩾ 100. Au-delà d’un salaire annuel de 100000 euros, l’indice de satisfaction n’augmente plus de manière significative et la valeur 100 n’est jamais dépassée.
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En particulier dans cette entreprise, les salariés ressentent une satisfaction d’indice égal à 99,5 à partir d’un salaire de 200000 € annuels. On observe à l’aide de la table de valeurs que l’indice de satisfaction ne semble pas dépasser la valeur 100, c’està-dire le maximum, ce qui représente une saturation totale. Pour un salaire annuel, très conséquent, de 1000000 €, l’indice de satisfaction atteint la valeur 99,9.
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1. R(x) = 300x



2.



3. R(80) = 24000 et C(80) ≈ 32000 L’entreprise est déficitaire d’environ 8000 €. 4. Recette de 13500 € : x = 45 et pour un coût de 3000 € : x = 10. R(x) = 13500 + x = 45 C(x) = 3000 + x = – 126 ou x = 10, or x ⩾ 0 donc x = 10. 5. x = 10 et x = 24, donc il y a bénéfice pour x ∈ [10 ; 24]. 6. B(x) = – 2x2 + 68x – 480 B(x) = 0 + ∆ = 784, x1 = 10 et x2 = 24 B(x) ⩾ 0 + x ∈ [10 ; 24]



5. Suites Objectifs et pré-requis Dans ce chapitre on introduit la notion de suites en étudiant plus particulièrement les suites arithmétiques et géométriques. De nombreux phénomènes, en économie et en sciences sociales, peuvent être modélisés par des suites. Les activités algorithmiques et le tableur aideront les élèves à s’approprier la notion de suites dans des situations concrètes. Extrait du programme (Bulletin officiel n° 9 du 30 septembre 2010) : Contenus Capacités attendues Suites Modes de génération d’une suite numérique. • Modéliser et étudier une situation simple à Sens de variation d’une suite numérique. l’aide de suites. Suites arithmétiques, suites géométriques de • Mettre en œuvre un algorithme permettant de raison positive. calculer un terme de rang donné. • Exploiter une représentation graphique des termes d’une suite. • Écrire le terme général d’une suite arithmétique ou géométrique définie par son premier terme et sa raison. • Connaître le sens de variation des suites arithmétiques et des suites géométriques de terme général qn.



▶ QCM Pour bien commencer Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le manuel, p. 267.



Corrigés des activités 1



Découvertes des suites 1 a. ●



b.



c. En étirant les formules vers le bas, on peut prévoir l’apparition de la valeur 198 en B100, mais pas celle en F100. Pour calculer F100 on doit étirer la formule, alors que pour calculer B100, on peut copier la formule du B2 et la coller dans la cellule B100.
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2 a. ●



b. Les nombres seront : en B50 : 98 ; en C15 : 16 384 ; en D25 : 576. c. Dans la ligne 9, il faut placer les formules suivantes :



9



2



A



B



C



D



E



F



G



=A8+1



=B8+2



=2*C8



=A9^2



=2*E8+1



=F8+A9



=G7+G8



Suites arithmétiques et géométriques Partie A 1 a. ●



À son premier anniversaire Jules a 150 €, à son deuxième 200 € et à son troisième 250 €. b. 100 + 18 × 50= 1000 €. c. Soit x l’âge où la somme dans la tirelire de Jules dépasse 700 €, 100 + 18x ⩾ 700 + x ⩾ 12. À ses 12 ans, Jules a 700 €.



2 a. ●



u0 = 100, u1 = 150 et u2 = 200. b. un + 1 = un + 50 c. un = 50 × n + 100



Partie B 1 a. ●



À son premier anniversaire Cécile a 500 × 1,05 = 525 €, à son deuxième 525 × 1,05 = 551,25 €. b. À L’anniversaire suivant Cécile aura 670,05 × 1,05 ≈ 703,55 €. c. À ses 18 ans, Cécile aura 500 × 1,0518 ≈ 1203,31 €. d. À ses 7 ans Cécile aura plus de 700 €.



2 a. ●



v0 = 500 et v1 = 525. b. vn + 1 = 1,05 × vn c. vn = 1,05n × 500



3



Suites géométriques a. Année



2000



2001



2002



2003



2004



2005



2006



Nombre d’habitants



10000



12000



14400



17300



20700



25000



29900



2000



2400



2800



3400



4300



4900



0,2



0,2



0,19



0,19



0,21



0,2



Nombre d’habitants supplémentaires par rapport à l’année précédente Taux d’évolution par rapport à l’année précédente



b. Le taux d’évolution d’une année sur l’autre semble constant. c. En 2015, si l’évolution est toujours constante, il y aura 1,0215 × 10000 ≈ 154070 habitants.
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Corrigés des Travaux pratiques TICE 1



Remboursement d’un emprunt immobilier



1 v1 = 0,00425 × u0 = 340 ; w1 = 700 – v1 = 360 ; t1 = t0 + v1 = 340 et u1 = u0 – w1 = 79640. ● 2 a. vn + 1 = 0,00425 × un ● b. wn + 1 = 700 – vn + 1 c. tn + 1 = tn + vn + 1 d. un + 1 = un – wn + 1



3 a. ●



Réalisation de la feuille du tableur. b. Il faut 157 mois pour rembourser l’emprunt, le montant du dernier remboursement est de 558 €. c. La somme des intérêts représente 37,1 % de la somme initiale.



TICE 2



Comparaison entre les intérêts simples et composés



1 un + 1 = un + 0,05u0 = un + 50. La suite u est donc arithmétique. ● 4



2 vn + 1 = (1 + )vn = 1,04vn. La suite v est donc géométrique. ● 100 3 a. et b. Réalisation de la feuille du tableur. ● c.



4 a. ●



Le pourcentage d’augmentation diminue d’une année sur l’autre pour le placement de Lucie et reste constant pour le placement de John. 5000 Entre l’année n et l’année n + 1 le placement de Lucie a augmenté de %, celui de John 1000 + 50n reste égal à 4 %. b. Au bout de 12 ans. Les élèves ne sont pas capables de résoudre 1000 + 50n < 1,04n × 1000 ; le tableur montre ici son utilité. c. Pour Lucie il faut 20 ans, pour John 18 ans. d. Il faut 40 ans pour que le capital de Lucie double à nouveau. e. Pour John, 18 ans sont suffisants pour doubler le capital.
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Lecture graphique et suite définie par une relation de récurrence



TICE 3



1 Construction de la figure avec le logiciel. ● 2 a. A0(u0 ; u0) ● b. c. d. e. f.



L’abscisse de B0 est celle de A0, soit u0. L’ordonnée est l’image de l’abscisse de B0 par f , soit f (u0) = u1. B0(u0 ; u1) A1(u1 ; u1) A0



B0



A1



B1



A2



B2



A3



B3



A4



B4



A5



Abscisse



u0



u0



u1



u1



u2



u2



u3



u3



u4



u4



u5



Ordonnée



u0



u1



u1



u2



u2



u3



u3



u4



u4



u5



u5



g. u0 = 1 ; u1 ≈ 7,48 ; u2 ≈ 3,14 ; u3 ≈ 6,23 ; u4 ≈ 4,11 ; u5 ≈ 5,61 h. Les termes de la suite u vont se rapprocher de l’abscisse positive de l’intersection de 𝒞f avec d, soit de la solution positive de – 0,02x2 – 0,5x + 8 = x, c’est-à-dire 5.



TICE 4



Représentation graphique d’une suite



1 Construction de la figure avec le logiciel. ● 2 a. Soit un le rapport entre le loyer n années plus tard et le loyer actuel, u est une suite géométrique ● 3 = 1,03. On veut savoir quand un > 2, soit (1 + 0,03)n > 2. Au bout de 24 ans. 100 b. Soit vn le rapport entre le capital n années plus tard et le capital initial de Sonia. v est une suite 10 ⎛ a a ⎞ géométrique de raison 1 + . On veut connaître a pour que v10 > 2, soit ⎜ 1 + > 2. ⎟ 100 100 ⎠ ⎝ On trouve a ⩾ 8. de raison 1 +



c. Soit wn la proportion de radioactivité restante n années plus tard. w est une suite géométrique de n ⎛ 10 10 ⎞ raison 1 – = 0,9. On veut savoir quand un < 0,1, soit ⎜ 1 − < 0,1. Au bout de 22 ans. 100 100 ⎠⎟ ⎝ d. Soit tn le rapport entre le prix n semaines après les soldes et le prix initial. t est une suite géomé6 ⎛ a a ⎞ trique de raison 1 + . On veut connaître a pour que t6 < 0,75, soit ⎜ 1 + < 0,75 et donc a = – 5. 100 100 ⎟⎠ ⎝



3 a. ●



Soit f le trinôme associé à la parabole, pour x élément de ℝ on a : f(x) = α(x – β)2 + γ = αx2 + 1 Comme f(1) = 1,1 alors α + 1 = 1,1 donc α = 0,1. f(x) = 0,1x2 + 1 d. Nicolas a tort car à partir de n = 63 la représentation de la suite est au-dessus de la parabole.



Algorithmique 1 1 ●



2 ●



Programmer des suites



u(21) = 486 u(31) = 1026



u(21) = 5864062014805 u(31) = 6148914691236517205
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v(21) = 233 v(31) = 498



3 ●



4 ●



w(21) = 17711 w(31) = 2178309



)



3 1 ⎛ 1⎞ − 2 2 ⎝⎜ 3 ⎠⎟



21



)



3 1 ⎛ 1⎞ − 2 2 ⎜⎝ 3 ⎟⎠



31



)



3 1 ⎛ 1⎞ + 2 2 ⎜⎝ 3 ⎟⎠



21



)



3 1 ⎛ 1⎞ + 2 2 ⎜⎝ 3 ⎟⎠



31



a4 ( 21 = a4 ( 21 = b4 ( 21 = b4 ( 21 =



5 ●



u(21) = 1,0521 u(31) = 3



Algorithmique 2 1 ●



Calcul formel ou calcul numériquee ?



a. (ci-contre) b. En Scilab, u12 est négatif (mais cela dépend du logiciel utilisé), et u20 est plus petit que – 100.



2 a. ●



b. Le logiciel de calcul formel ne trouve pas de termes négatifs.
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3 a. ●



⎛ 1⎞ 31 ⎜ ⎟ ⎝ 3⎠



n +1



⎛ 1⎞ − 10 ⎜ ⎟ ⎝ 3⎠ 3



n n



⎛ 1⎞ =⎜ ⎟ × ⎝ 3⎠



31 − 30 n+2 ⎛ 1⎞ 3 =⎜ ⎟ 3 ⎝ 3⎠ n



⎛ 1⎞ b. De proche en proche on montre que un = ⎜ ⎟ . ⎝ 3⎠



Algorithmique 3



La suite de Syracuse



1 u0 = 6 ; u1 = 3 ; u2 = 10 ; u3 = 5 ; u4 = 16 ; u5 = 8 ; u6 = 4 ; u7 = 2 ; u8 = 1 ; u9 = 4. ● 2 ●



3 ●



4 ●



5 ●
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Algorithmique 4 1 ●



Datation au carbone 14



La raison est d’environ égale à 0,9987910506, la précision est de (0,5)31 soit environ 5 × 10– 10.



2 a. ●



L’âge est supérieur à 7580 ans. b.



L’âge est inférieur à 7780 ans.



Corrigés des exercices et problèmes Exercices d’application 1



u0 = 0 ; u1 = 2 ; u10 = 110



2



v0 = 1 ; v4 =



3



1 1 ; v24 = 5 25 w0 = 1 ; w11 = – 1 ; w100 = 1



4 u1 = 2 + 3 = 5 u3 = 8 + 3 = 11 5 6



12 n un



Tableau de valeurs : 0 1



1 0



2 3



3 2



4 5



5 4



6 7



7 6



8 9



9 8



Représentation graphique :



u2 = 5 + 3 = 8 u4 = 11 + 3 = 14



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 267.



w1 = 22 = 4 w3 = 162 = 256



w2 = 16 w4 = 216 = 65536



7 un + 1 = 3(n + 1) + 4 = 3n + 7 u2n = 6 × (2n) + 4 = 12n + 4 u2n + 4 = 3(2n + 4) + 4 = 6n + 16 8 vn = vn – 1 + 3(n – 1) = vn – 1 + 3n – 3 v2n = v2n – 1 + 3(2n – 1) = v2n – 1 + 6n – 3 9 a. La suite est définie à partir du terme de rang 1, u0 n’existe pas. u4 = 1 ; u7 = 3. b. Les termes de rang 2, 3, 4 et 8 de la suite sont strictement plus petits que 2. 10 Les relations de récurrences des suites u et v sont : un + 1 = 3un et vn + 1 = vn + n 11



u0 = 0 ; u1 = 7 ; u2 = 1 ; u3 = 5 ; u4 = 6 ; u5 = 3



13



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 267.
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14 15



Le 20e terme de la suite est u19 = 1310719. Le



10e



terme de la suite est v9 = 1088640.



16 (ci-contre) u29 = 49151 v29 = 131070 u30 = 131071 v30 = 98302



La suite u est strictement croissante.



26



La suite u est définie pour tout entier n par : un =



n +1



Pour n ∈ ℕ : un +1 – un =



1 1 −1 – = 0 n +1 n +1 Donc la suite u est strictement croissante.



20 a. On ne peut pas savoir. b. Faux. c. Vrai. d. Vrai. 21 u0 = 2 ; u1 = – 1 ; u2 = 4 u0 > u1 donc la suite n’est pas croissante. u2 > u1 donc la suite n’est pas décroissante. 22



La suite u est définie pour tout entier n par : un = n + 4 Pour n ∈ ℕ : un + 1 – un = (n + 1) + 4 – (n + 4) = 1 > 0 Donc la suite u est strictement croissante.



23



La suite u est définie pour tout entier n par : un = 2n – 1 Pour n ∈ ℕ : un + 1 – un = 2(n + 1) – 1 – (2n – 1) = 2 > 0 Donc la suite u est strictement croissante.



24



La suite u est définie pour tout entier n par : un = –n + 5 Pour n ∈ ℕ : un + 1 – un = –(n + 1) + 5 – (–n + 5) = – 1 < 0 Donc la suite u est strictement décroissante.



25



La suite u est définie pour tout entier n par : un = n2 + n + 3 Pour n ∈ ℕ : un + 1 – un = (n + 1)2 + (n + 1) + 3 – (n2 + n + 3) = 2n + 2 > 0 car n ⩾ 0
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un +1 – un = un +



29



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 267.



30 On considère la suite u définie pour tout entier n par : un = 4n – 5 = f (n) Avec pour tout x réel : f(x) = 4x – 5 f est une fonction affine croissante, donc u est croissante sur ℝ. 31 On considère la suite u définie pour tout entier n par : un = – 3n + 1 = f(n) Avec pour tout x réel : f(x) = – 3x + 1 f est une fonction affine décroissante sur ℝ donc u est une suite décroissante. 32 On considère la suite u définie pour tout entier n par : un = – 3(n + 2)2 + 6 = f (n) Avec pour tout x réel : f(x) = – 3(x + 2)2 + 6 f est un trinôme écrit sous forme canonique. f est strictement décroissante sur [– 2 ; +∞[ donc u est une suite strictement décroissante. 33 On considère la suite u définie pour tout entier n par : un = n3 + 6n2 + 24n – 8 = f (n) Avec pour tout x réel : f(x) = x3 + 6x2 + 24x – 8 f est dérivable sur ℝ et pour x ∈ ℝ, f ’(x) = 3x2 + 12x + 24



f ’ est un trinôme de discriminant : ∆ = 122 – 4 × 3 × 24 < 0 Donc f ’ est positive sur ℝ et f est strictement croissante sur ℝ. La suite u est donc strictement croissante.



34



On considère la suite u définie pour tout entier n par : 2n + 1 un = = f (n) n+5 2x + 1 Avec pour tout x ∈ ℝ+ : f(x) = x+5 f est dérivable sur ℝ+ et : 2x + 10 − 2x − 1 9 f ’( x = = x+5 x+5 f ’(x) est positive sur ℝ+ donc f est croissante sur ℝ+ et u est une suite strictement croissante.



)



35 a. Les termes de la suite u sont des quotients de nombres strictement positifs donc ils sont strictement positifs. b. Pour n ∈ ℕ : un +1 4 2n + 2 3n 4 2 16 = n +1 × 2n = = >1 un 3 3 3 4 c. Pour n ∈ ℕ :



un +1 un



> 1 et un > 0, donc un + 1 > un.



La suite u est donc une suite strictement croissante.



36 a. Les termes de la suite u sont des quotients de nombres strictement positifs donc sont strictement positifs. b. Pour n ∈ ℕ : un +1 ( n + 1 ( n + 2 = n + 1 < 1, 2 = × un 2 n+3 (n + 2 (n + 3



)



)



)



)



car 0 < n + 1 < n + 3, donc u est décroissante. u c. Pour n ∈ ℕ, n +1 < 1 et un > 0, donc un + 1 < un . La un suite u est donc une suite strictement décroissante.



37 a. (ci-contre) b. La suite u est strictement croissante. c. Pour n ∈ ℕ : un + 1 – un = un + 1 > 0. Donc u est strictement croissante. 38 a. Si ab < 0 al alors a et b sont de signes contraires. b. On en déduit que u60 – u59 n’a pas le même signe que u61 – u60. La suite u n’est ni croissante, ni décroissante.



39 xercice e Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 267.



40 un = 4n – 5 u1 = – 1 ; u2 = 3 ; u10 = 35 ; u100 = 395 41 vn = – 2n + 2 v1 = 0 ; v2 = – 2 ; v10 = – 18 ; v100 = – 198 42 wn = 3(n – 4) + 5 w6 = 11 ; w0 = – 7 43



Soit u la suite définie pour tout entier n par : un = n2 + 2n u0 = 0 ; u1 = 3 ; u2 = 8 ; u2 – u1 = 5 et u1 – u0 = 3. Donc u2 – u1 ≠ u1 – u0 , u n’est pas une suite arithmétique.



44



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 267.



45 Soit r la raison de la suite. u12 = (12 – 5)r + u5 = 7r + 6 = 20, donc r = 2. u0 = – 5 × 2 + 6 = – 4 46



Soit r la raison de la suite.



1 v24 = (24 – 6)r + v24 = 18r + 7 = 1, d’où r = − . 3 1 v0 = – 6 × − + 7 = 9 3 47 La suite u est arithmétique de raison 2. La suite w est arithmétique de raison – 0,5. Pour n ∈ ℕ : un + 1 – un = 2(n + 1) + 1 – (2n + 1) = 2, donc u est une suite arithmétique de raison 2 > 0 et est croissante. vn +1 – vn = 3 – 2 ( n + 1 – (3 – 2 n) = – 2, donc v



48



)



est arithmétique de raison – 2 < 0 et est décroissante. n + 2 n +1 1 wn +1 – wn = − = donc w est arithmé4 4 4 1 tique de raison > 0 et est croissante. 4 2 tn + 1 – tn = (n + 2) – 2(n + 1)2 + n2 = 2 donc t est arithmétique de raison 2 > 0 et est croissante.



49 a. Pour n entier : un = 3n – 1. b. La suite u est croissante car elle est arithmétique de raison positive. c. (ci-contre) d. un > 2010, donc 3n – 1 > 2010, et 2011 donc n > . 3 n doit être supérieur à 671. 5. Suites • 83



1 n + 15 2 b. La suite v est décroissante car elle est arithmétique de raison négative. c.



50



a. vn = −



v1 = 512 ; v2 = 256 ; v10 = 1 ; v15 = 0,03125



56



wn = 5 × 4n – 4



w6 = 80 ; w0 =



57



256 Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 267.



58



Soit q la raison de la suite.



u5 = qu4 d’où q =



3



.



⎛ 1⎞ Son premier terme u0 = ⎜ ⎟ ⎝ 3⎠



−4



u4 = 729.



59 Soit q la raison de la suite. u3 = q2u1 d’où q2 = 25. La raison peut être égale à 5 ou – 5 alors u0 = 1 ou – 1 et u5 = 3125.



1 n + 15 < – 5 + n > 40. 2 À partir du rang 41 la suite est inférieur à – 5. d. vn < – 5 donc −



51 a. u1 – u0 = 2 – 1 = 1 b. (ci-contre) c. Non, le programme ne permet pas d’affirmer que la suite est arithmétique car il faut le vérifier pour tout entier n. d. x2 + 3x + 2 = (x + 1)(x + 2) (n + 1)(n + 2) e. un = et n+2 comme n > 0, un = n + 1. Donc un + 1 – un = 1. Donc u est une suite arithmétique de raison 1. 52 a. u est une suite arithmétique de raison 5. b. un = 100 + 5n c. un ⩾ 200 + 100 + 5n ⩾ 200 + n ⩾ 20. Le capital double au bout de 20 ans. 53 a. Soit un la taille de l’ongle en millimètre n jours après l’accident. u est une suite arithmétique de raison 0,1. b. Pour n entier : un = 0,1n d’où 15 × 0,1 = 1,5. Au bout de 15 jours l’ongle mesure 1,5 mm. 14 c. un > 14 + 0,1n > 14 + n > 0,1 Au bout de 140 jours l’ongle mesure 1,4 cm.



54



un = 2 × 3n u1 = 6 ; u2 = 18 ; u10 = 118098



55



⎛ 1⎞ un = 1024 × ⎜ ⎟ ⎝ 2⎠
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n



60 Graphe de gauche : la raison de la suite est 3 et son premier terme vaut 0,0625. 1 Graphe de droite : la raison de la suite est et son 2 premier terme est 8. 61



a. Pour n entier, un est différent de 0 et : un +1 2 3n 1 = n +1 × = un 2 3 3



1 u est une suite géométrique de raison et de 3 premier terme 2. b. Pour n entier, vn est différent de 0 et : vn +1 6n + 3 = n+2 = 6 vn 6 v est une suite géométrique de raison 6 et de premier terme 36.



62



a. Pour n entier, un est différent de 0 et : un +1 3 × 2− n −1 1 = = un 2 3 × 2− n 1 u est une suite géométrique de raison et de 2 premier terme 3. b. Pour n entier, vn est différent de 0 et : vn +1 9n + 3 × 2− n 9 = n+2 = − n +1 vn 2 9 ×2 9 v est une suite géométrique de raison et de 2 premier terme 162.



63



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 267.



64



B



65



D



66 Soit un la masse d’or n années après le placement. u est une suite géométrique de raison 1,05 et de premier terme u0 = 1. Son terme général est un = 1,05n.



u20 = 1,052010 grammes, soit beaucoup plus que le poids de la Terre.



67



a. u est une suite géométrique de raison 1,02. b. Pour n entier : un = 1,02n × 50 c.



Raisonnement logique 73



a. Vrai : un + 1 = (n + 1)2 = n2 + 2n + 1 = un + 2n + 1 b. Faux : pour contre-exemple considérons la suite donnée par u 0 = 3 et pour tout n entier un + 1 = un + 2n + 1. c. Faux : pour contre-exemple considérons 1 , u est strictement décroissante et pourn +1 tant positive. d. Vrai : si un = nr + u0 avec r < 0, alors : un =



Il faut 71 jours. d.



un < 0 + n >



Il faut 36 semaines pour que l’action passe sous les 100 euros.



68 a. u est une suite géométrique de raison 2 et de premier terme u1 = 2. b. un = 2n c. 28 = 256. On peut stocker les nombres de 0 à 255. d. Il faut 18 bits pour stocker le nombre. 69



Il faut une semaine de plus, soit 58 semaines.



70 a. un + 1 = 2un u est une suite géométrique de raison 2. b. Pour n entier, un = 10000 × 2n. u15 = 215 × 10000 = 327680000 1. u0 = 90000 ; u1 = 88200 ; u2 = 86436 2. un + 1 = 0,98un. u est une suite géométrique de raison 0,98. 3. un = 90000 × 0,98n 4. u24 ≈ 55420,2 euros. 5. La suite u est décroissante u20 ≈ 60084,7 et u21 ≈ 58883, donc il faut 21 mois pour passer sous les 60000 euros.



72 n



0



1



2



3



4



un



1



0,977



0,955



0,933



0,911



un + 1 – un – 0,023 – 0,022 – 0,022 – 0,022 – 0,021 un



0,977



0,977



0,977



0,976



r e. Faux : pour contre-exemple considérons u et v définies pour tout entier n par vn = n et un = n + 2 + (– 1)n. f. Faux : pour contre-exemple considérons u définie par un = (– 1)n. g. Faux : pour contre-exemple considérons u définie par un = (– 1)n.



74 a. Oui b. Si u est croissante alors f est croissante sur ℝ+. c. si u n’est pas croissante alors f n’est pas croissante sur ℝ+. d. Les réciproques des propositions sont fausses, pour contre-exemple considérons la fonction f(x) = x – 2sin(πx) définie sur ℝ+ ou ℝ.



Restitution des connaissances



71



un +1



−u0



0,977



a. La suite semble plutôt se rapprocher d’une suite géométrique de raison 0,977. b. Si on tient compte de l’hypothèse précédente, il faut 30 années pour que la moitié de la masse se désintègre.



75 Soit n un nombre entier, comme u est une suite arithmétique de raison r : +r +r +r +r +r +r



 



u0



u1



u2



u3



u4



…







…



un



Au final pour passer de u0 à un on a ajouté n fois r d’où un = u0 + nr.



76 Soit u une suite arithmétique de raison r et de premier terme u0 alors pour tout n entier : un + 1 – un = (un + r) – un = r Si r > 0 alors un + 1 – un > 0 donc un + 1 > un. La suite est strictement croissante. 77 Soit u une suite géométrique de raison q et de premier terme u0 > 0 alors pour tout n entier : un + 1 – un = u0qn + 1 – u0qn = u0qn(q – 1) n u0q est positif, le signe de un + 1 – un dépend donc de q – 1. Si 0 < q < 1, q – 1 < 0 et donc un + 1 – un < 0 quel que soit l’entier n et donc u est strictement décroissante.
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Se tester sur les suites Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le manuel, p. 267.



Problèmes 90



1. a. u0 = 69,2 ; u1 = 71,5 ; u2 = 73,6



b.
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1. u1 = 5 ; u2 = 11 ; u3 = 23 u u Comme u1 – u0 ≠ u2 – u1 et 1 ≠ 2 la suite n’est ni u0 u1 arithmétique ni géométrique. 2. a. Pour tout entier n, vn + 1 = un + 1 + 1 = 2un + 1 + 1 = 2(un + 1) = 2vn v est une suite géométrique de raison 2 et de premier terme 3. Donc pour tout entier n : vn = 3 × 2n. b. Pour tout entier n : vn = un + 1 donc un = vn – 1 et un = 3 × 2n – 1. c. u12 = 3 × 212 – 1 = 12287.
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c. La représentation graphique est plutôt proche de celle d’une suite arithmétique. d. En moyenne l’espérance de vie a augmenté de 1,3 an tous les 5 ans. 2. a. v est une suite arithmétique de raison 1,3 et de premier terme v0 = 83,9. D’où pour tout entier n : vn = 1,3n + 83,9. b. L’espérance en 2045 = 2005 + 8 × 5 est donné par v8 = 8 × 1,3 + 83,9 = 94,3 ans. c. vn > 100 + 1,3n + 83,9 > 100 + 1,3n > 16,1 + n > 12,3 En l’an 2005 + 13 × 5 = 2070, les femmes auront une espérance de vie à la naissance supérieure à 100 ans si on suit l’hypothèse.



91 a. un + 1 = 2un, u est une suite géométrique de raison 2 et de premier terme u0 = 1. b. La suite u est géométrique de raison 2 et de premier terme u0 = 1. Donc pour tout entier n : un = 2n c. Pour n > 0, vn = 100 × un – 150un – 1 d. Pour tout entier n > 0 : vn = 100 × 2n – 150 × 2n – 1 = 50 × 2n – 1 e. Au 36e mois Michel gagne v35 = 858993459200 euros. f. u36 = 236 > 68 milliards. g. Au bout de trois ans il lui faut beaucoup plus de nouveaux clients que d’habitant sur la Terre ! Au bout d’un moment il ne peut donc plus trouver de nouveaux clients et il ne sera pas en mesure de rembourser les anciens clients.
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a. u1 = 30000 € et u2 = 30000 + 1000 = 31000 € v1 = 30000 € et v2 = 1,029 × 30000 = 30870 € b. u est suite arithmétique de raison 1000 et de premier terme u1 = 30000 v est une suite géométrique de raison 1,029 et de premier terme v1 = 30000 c. Pour n ⩾ 1 : un = 1000(n – 1) + 30000, et u16 = 45000 € Pour n ⩾ 1, vn = 30000×1,029n – 1, et v16 = 1,02915 × 30000 ≈ 46 062 €. d. Le deuxième choix semble mieux au premier abord. e.



La somme de ses salaires est de 600000 €. f.



Avec la 2e évolution salariale, la somme de ses salaires est de 59 958 €. g. Finalement la première offre est meilleure.



94 1. a. P Pour tout n entier : un + 1 = 1,05un. La suite u est une géométrique de raison 1,05 et de premier terme 1000000. b. Pour tout n entier : un = 1,05n × 1000000. 2. a. Pour tout n entier : vn + 1 = vn + 100000. La suite v est une arithmétique de raison 100000 et de premier terme 1500000.



b. Pour tout n entier : vn = 100000n + 1500000. c.



e.



95 a. u1 = 95 ; u2 = 90,25 ; u3 ≈ 85,73 b. Pour tout entier n : un = 0,95 × un. La suite u est géométrique de raison 0,95 et de premier terme 100. c. Pour tout entier n : un = 0,95n × 100. d.



Pour dépasser 100, l’indice doit être supérieur ou égal à 11. Pour dépasser 1000, l’indice doit être supérieur ou égal à 16.



97 rtie 1re Partie a. f ’(x) = 3x2 – 6x + 9 b. ∆ < 0 donc f ’ est positive et f est strictement croissante sur ℝ. c. f (0) = – 1, f (1) = 6, il existe une unique solution à f(x) = 0 sur [0 ; 1]. 2e Partie a. Pour tout entier n : wn + 1 = vn + 1 – un + 1 On considère deux cas : ⎛ u + vn ⎞ • Si f ⎜ n > 0, 2 ⎟⎠ ⎝ alors wn +1 =



e. u13 ≈ 51,33, u14 ≈ 48,77 et u décroissante : il faut 14 semaines pour diviser le prix du pantalon par deux. f. u17 ≈ 41,81, u18 ≈ 39,72 et u décroissante : au bout de 18 semaines Joceline pourra acheter son pantalon.



96 a. u2 = 2 ; u3 = 3 ; u4 = 5 ; u5 = 8 b. u2 – u1 = 1 et u1 – u0 = 0 donc la suite n’est pas arithmétique. u1 = u0 et u2 = 2u1 donc la suite n’est pas géométrique. c. Pour tout entier n : un + 2 = un + 1 + un. d.



un + vn 2



− un =



vn − un 2



=



wn



2 ⎛ un + vn ⎞ • Si f ⎜ < 0, 2 ⎟⎠ ⎝ u + vn vn − un wn alors wn +1 = vn − n = = 2 2 2 wn On a toujours wn +1 = donc w est une suite 2 1 géométrique de raison . 2 b. w est une suite géométrique positive et de raison comprise entre 0 et 1 donc w est décroissante. c. wn < 0,001 pour n supérieur ou égal à 10. 3e Partie a.



b. α ∈ [0,115 ; 0,116]
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1. u semble être une suite géométrique.



2. a. n un vn =



un +1 un



n un vn =



un +1 un



0 1000



1 1400



2 2000



3 2800



4 4000



1,4



1,43



1,4



1,43



1,425



5 5700



6 8000



7 11400



1,4



1,425



1,315



b. En moyenne les vn sont égaux à 1,4. 3. Pour tout n entier wn = 1000 × 1,4n. Au bout de 3 heures soit 18 × 10 minutes il y aura 1000 × 1,418 ≈ 426879 bactéries.



réfléchit un instant, puis répondit : « Mon roi, donnez-moi un grain de blé sur la première case, deux grains sur la deuxième case, quatre sur la troisième case, huit sur la quatrième et ainsi de suite jusqu’à ce que toutes les cases du jeu soit rempli. » Imaginer un programme qui donne le nombre total de grains de blé que représente cette récompense.



La réponse donnée par ce programme est :
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Traduction de l’énoncé Légende Selon une légende, un roi demanda à l’homme qui a créé le jeu d’échecs : « Que voulez-vous comme récompense pour votre invention ? » L’homme
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Donc, au total, il y a environ 1,844674407 × 1019 grains de blé sur l’échiquier.



PARTIE B



STATISTIQUES ET PROBABILITÉS



89



6. Statistiques Objectifs et pré-requis L’étude des séries statistiques se poursuit en classe de première avec l’utilisation de nouveaux outils qui permettent de comparer les séries entre elles : les paramètres de dispersion, les diagrammes en boîte. Ce chapitre s’appuie sur les connaissances des paramètres de positions revus en classe de seconde. L’objectif est l’étude de la dispersion des données statistiques. L’étude ou la comparaison de séries statistiques se feront donc de façon plus précise, soit avec le couple (moyenne, écart-type) soit avec le couple (médiane, écart interquartile). On introduira le diagramme en boîte et la notion de décile. À travers des TP et des problèmes, on fera observer des effets de structure lors de calcul de moyennes. L’utilisation de la calculatrice ou d’un logiciel est fortement suggérée pour traiter des données réelles. Ce chapitre est également l’occasion de proposer aux élèves des activités mettant en œuvre des démarches algorithmiques. Extrait du programme (Bulletin officiel n° 9 du 30 septembre 2010) : Contenus Capacités attendues Statistique descriptive, analyse de données Caractéristiques de dispersion : variance, écart- • Utiliser de façon appropriée les deux couples type. usuels qui permettent de résumer une série Diagramme en boîte. statistique : (moyenne, écart-type) et (médiane, écart interquartile). • Étudier une série statistique ou mener une comparaison pertinente de deux séries statistiques à l’aide d’un logiciel ou d’une calculatrice.



▶ QCM Pour bien commencer Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le manuel, p. 267.



Corrigés des activités 1



Paramètres de position 1 a. ●



Diagramme en bâtons de ces notes ci-contre. b. La note moyenne ≈ 8,21



Effectif 450 400 350 300 250 200 150 100 50 0



0



2



4



6



8



10



12



14



16



18



20



Note
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2 a. ●



Tableau des effectifs cumulés croissants : Note Effectifs cumulés croissants Note Effectifs cumulés croissants



0 41



1 148



2 312



3 529



4 815



10



11



12



13



14



5 6 7 8 9 1 112 1 469 1 872 2 328 2 745 15



16



17



18



19



20



3 173 3 500 3 791 4 000 4 152 4 249 4 320 4 355 4 374 4 382 4 383



b. La médiane est la 2 192e note ; Med = 8. Le premier quartile est la 1 096e note ; Q1 = 5. Le troisième quartile est la 3 288e note ; Q3 = 11.



3 a. ●



Tableau des fréquences cumulées croissantes :



0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Note Fréquences cumulés 0,94 3,38 7,12 12,07 18,59 25,37 33,52 42,71 53,11 62,63 croissants 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 Note Fréquences cumulés 72,39 79,85 86,49 91,26 94,73 96,94 98,56 99,36 99,79 99,98 croissants



20 100



b. Le premier décile est la plus petite valeur D1 des valeurs de la série, rangées par ordre croissant, telle qu’au moins 10 % des valeurs de la série soient inférieures ou égales à D1 ; D1 = 3. c. Le neuvième décile est la plus petite valeur D9 des valeurs de la série, rangées par ordre croissant, telle qu’au moins 90 % des valeurs de la série soient inférieures ou égales à D9 ; D9 = 13.



4 ● Min 0



2



D1 Q1 2



4



Med 6



8



Q3 D9 10



12



14



Max 16



18



20



Paramètres de dispersion 1 On vérifie que la moyenne est égale à 40 avec la calculatrice. ●



2 Pour compléter le tableau, on utilise les listes de la calculatrice, comme ceci : ●
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Fréquence cardiaque xi



37



39



40



42



43



Nombre de marathoniens ni



2



7



5



1



1



ni × xi



2 738



10 647



8 000



8 820



1 849



18



7



0



20



9



2



ni × (xi – x )2



3 a. ●



• La somme des ni × xi2 est la somme de la liste 3 : 32054 − 40 2 = 2,7 20 • La somme des ni × (xi – x )2 est la somme de la liste 4 : 54 = 2,7 20 b. On constate que les deux résultats précédents sont égaux. c. L’écart-type =



2,7 ≈ 1,6 à un dixième près.



Corrigés des Travaux pratiques TICE 1



Combien de SMS ?



1 Reproduction du tableur avec le logiciel. ● 2 a. ●



Le nombre moyen de SMS reçus par les filles du bus 1 est égal à



145 = 7,25. 20



b. La formule à saisir dans la cellule D2 est « =C2/B2 ». c. Le nombre moyen de SMS reçus par les garçons du bus 1 est égal à



152 = 4. 38



d. La formule à saisir dans la cellule G2 est « =F2/E2 ».



3 a. ●



La formule inscrite dans la cellule D3 après recopie est « =C3/B3 ».



La formule effectue le calcul souhaité. b. Le nombre moyen de SMS reçus par les filles du bus 2 est égal à 7. c. Le nombre moyen de SMS reçus par les garçons du bus 2 est égal à 3,5.



4 a. ●



Les nombres moyens de SMS reçus par les filles et les garçons dans le bus 1 sont supérieurs à ceux du bus 2. b. On ne peut pas en déduire que le nombre moyen de SMS reçus dans le bus 1 est supérieur au nombre moyen de SMS reçus dans le bus 2.



5 a. ●



La formule à inscrire en B6 est « = B2+E2 ».



b. Le nombre moyen de SMS reçus dans le bus 1 est égal à 5,12 ; celui dans le bus 2 est égal à 5,43. c. Dans le bus 2, il y a beaucoup plus de filles qui reçoivent en moyenne 7 SMS que de garçons qui en reçoivent 3,5. Donc le « poids » du 7 est plus important que celui du 3,5. Dans le bus 1, c’est le contraire : il y a beaucoup moins de filles qui reçoivent en moyenne 7,25 SMS que de garçons qui en reçoivent 4. Donc le « poids » du 4 est plus important que celui du 7,25.
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A



B



C



D



E



F



G



Nombre de filles



Nombre de SMS reçus par les filles



Nombre moyen de SMS reçus par les filles



Nombre de garçons



Nombre de SMS reçus par les garçons



20 32



145 224



7,25 7,00



38 26



152 91



Nombre moyen de SMS reçus par les garçons 4,00 3,50



1



Bus 1 Bus 2



2 3 4 5 6



Bus 1



7



Bus 2



TICE 2



Nombre Nombre total d’élèves total de SMS reçus 58 297 58



315



Nombre moyen de SMS reçus 5,12 5,43



Vive les mariés !



1 Reproduction du tableur avec le logiciel. ● 2 a. La formule à saisir en C26 est : « =SOMME(C3:C25) ». ● b. On peut saisir en D27 la formule : « =C27+D26 ». c. Il y a 143 mariages rangés dans l’ordre croissant des âges des époux. La médiane est l’âge du marié lors du 72e mariage ; Med = 30 ans. Le 1er quartile est l’âge du marié lors du 36e mariage ; Q1 = 27 ans. Le 3e quartile est l’âge du marié lors du 108e mariage ; Q3 = 33 ans.



3 a. ●



La formule à saisir en X3 est : « =SOMME(C3:W3) ». La formule inscrite en Y3 est : « =X3 ». La formule à saisir en Y4 est : « =Y3+X4 ». b. Il y a 143 mariages rangés dans l’ordre croissant des âges des épouses. La médiane est l’âge de la mariée lors du 72e mariage ; Med = 26 ans. Le 1er quartile est l’âge de la mariée lors du 36e mariage ; Q1 = 22 ans. Le 3e quartile est l’âge de la mariée lors du 108e mariage ; Q3 = 30 ans.



4 a. ●



b. Graphiquement, la boîte « Femme » commence en Q1 = 22 ans et fini en Q3 = 30 ans. Donc au moins 50 % des femmes ont entre 22 et 30 ans. c. Graphiquement, les âges des épouses sont plus dispersés que ceux des époux car l’écart interquartile est plus grand (8 contre 6) ainsi que l’étendue (22 contre 21). d. Parmi ces personnes : • 50 % des femmes ont 26 ans ou moins. 76 ≠ 50 %. Faux : il y a 76 femmes de 26 ans ou moins. 143 • Les trois quarts des femmes environ et la moitié des hommes environ ont au plus 30 ans. Vrai : le 3e quartile des âges des femmes est égal à la médiane des âges des hommes (30 ans). • Il y a autant de femmes de 26 ans que d’hommes de 30 ans. Faux : il y a 7 femmes de 26 ans et 12 hommes de 30 ans.
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• Les trois quarts des hommes sont plus âgés que la moitié des femmes. Vrai : le premier quartile des âges des hommes (27 ans) est supérieur à la médiane des âges des femmes (26 ans).



TICE 3 1 a. ●



Allo !



Observer la formule saisie en L3.



b. Dans la colonne N, on souhaite obtenir les effectifs. La formule en M3 est : « =L3 ». c. Pour obtenir l’effectif 56 inscrit en M4, il faut calculer 143 – 87. d. La formule en M4 est : « =L4–L3 ». e. Visualisation :



f. Il y a de très nombreuses conversations de courtes durées. Le nombre de conversations diminue quand la durée augmente.



2 a. ●



La formule en P3 est : « =MOYENNE(A3:G65) ». On obtient : m = 05:15 (5 min 15 s).



b. La formule en P4 est : « =ECARTYPEP(A3:G65) ». On obtient : σ = 06:49 (6 min 49 s). c. La moyenne appartient à l’intervalle ]05:00 ; 05:30]. 283 ≈ 64,2 %. d. Il y a 283 durées inférieures ou égales à 5 min. 441 Il y a au moins 64 % des durées qui sont inférieures à la moyenne. 147 e. Il y a 441 – 294 = 147 durées supérieures à 5 min 30 s. ≈ 33 %. 441 Il y a au moins 33 % des durées qui sont supérieures à la moyenne. f. Le nombre m – σ = – 01:34 est une durée négative.



3 a. ●



La formule en P9 est : « =MEDIANE(A3:G65) ». La médiane = 03:09 (3 min 9 s).



b. La formule en P8 est : « =QUARTILE(A3:G65;1) ». Q1 = 00:44 (44 s). La formule en P10 est : « =QUARTILE(A3:G65;3) ». Q3 = 07:22 (7 min 22 s). c. L’écart interquartile = 06:38. L’écart interquartile est un peu plus petit que l’écart-type. d. La formule en P7 est : « =CENTILE(A3:G65 ;0,1) ». D1 = 00:16 (16 s). La formule en P11 est : « =CENTILE(A3:G65 ;0,9) ». D9 = 12:25 (12 min 25 s). e. La formule en P6 est : « =MIN(A3:G65) ». Le minimum = 00:01 (1 s). La formule en P12 est : « =MAX(A3:G65) ». Le maximum = 52:51 (52 min 51 s). f. Diagramme en boîte élagué :
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4 Le couple (médiane ; écart interquartile) est le plus approprié. ●



Le diagramme en boîte élagué est un bon résumé des durées des conversations téléphoniques de Mme Dupont ; les intervalles [Q1 ; Q3] et [D1 ; D9] sont faciles à interpréter. Le couple (moyenne ; écart-type) est difficilement utilisable ; le nombre m – σ est négatif et l’intervalle [m – σ ; m + σ] est difficile à interpréter.



Algorithmique 1



Variance et littérature



1 La variance est égale au carré de l’écart-type. L’écart-type est égal à 4,45 environ or 4,452 = 19,8025, ● qui n’est pas environ égal à 47,89.



2 L’effectif total stocké dans la variable N est la somme des termes de la liste 2. Il faut donc modifier la ● première ligne du programme.



3 Le programme suivant affiche la moyenne, la variance et l’écart-type, dans cet ordre : ● Langage TI



Langage Casio



Corrigés des exercices et problèmes Exercices d’application 1



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 267.



2 1. Faux 3. Vrai 5. Vrai 3 2.



2. Faux 4. Vrai



1. Q1∈ [1 ; 2[ ; Med ∈ [4 ; 5[ ; Q3 ∈ [8 ; 9[



100 75 50



5



25 0



Q1



Med Q3



0 2 4 6 8 10 12 14



3. Q1 ≈1,9 ; Med ≈ 4,9 ; Q3 ≈ 8,6 4.



0



4 1. Q3 = 260 grammes. Les trois quarts des deux espèces de truite ont un poids inférieur ou égal à 260 grammes. 2. Les deux diagrammes ont la même étendue : 270 – 190 = 280 – 200 = 80 grammes. Les écarts interquartiles sont différents : pour l’espèce Fario : 260 – 210 = 50 grammes ; pour l’espèce Arc-en-ciel : 260 – 230 = 30 grammes. La médiane, 225 grammes, pour l’espèce Fario est inférieure à celle de l’espèce Arc-en-ciel qui est égale à 240 grammes.



2



4



6



8 10 12 14



5. Le diagramme en boîte montre que les âges supérieurs à la médiane sont plus dispersés que les autres. La moyenne est sensible aux valeurs extrêmes donc elle sera supérieure à la médiane.
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Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 268.



6 1. Reproduction de la feuille dans un tableur. 2. La formule saisie en B13 est : « =SOMME(B2:B11) ». 3. La formule effectue le calcul suivant : « =A2×B2 + A3×B3 + …+ A11×B11 », soit 3 × 6 + 5 × 9 + …+ 15 × 1. 4. La formule permettant d’obtenir la moyenne est : « =A13/B13 ». 5. a. La formule à saisir en C3 est : « =C2+B3 ». b. La valeur numérique contenue en C11 est : 83. 6. La médiane est la 42e valeur ; Med = 7.



Le premier quartile est la 21e valeur ; Q1 = 6. Le troisième quartile est la 63e valeur ; Q3 = 9. 7.



3



7



6



9 12 15



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 268.



8 1. a. et b. Utilisation de la calculatrice. c. La liste 3 contient les nombres cumulés qui sont inscrits dans la liste 2. 2. a. et b. Utilisation de la calculatrice. c. Le programme affiche le premier quartile. d. le programme affiche Q1 = – 5. La calculatrice donne Q1 = – 3. Elle se trompe. 3. Il faut modifier la ligne « N/4→D » par « N/10→D ». 4. Langage TI



10



1. La taille moyenne des sapins vivants 8576 = ≈ 88 cm. 97,5 2. a. 40 % de tous les sapins ont une taille inférieure à 86 cm. 56 % de tous les sapins ont une taille inférieure à 90 cm. La médiane appartient à l’intervalle [86 ; 90[. 90 − 86 × (50 − 40) = 88,5 cm b. Med = 86 + 16 3. a. Q1∈[78 ; 82[. 82 − 78 × (25 − 16) = 81,6 cm 10 4. a. Les sapins morts sont considérés de taille 0 cm. Cette taille est aberrante. b.



b. Q1 = 78 +



0



Langage Casio



11



20



40



60



80



100



120 cm



1. Il y a n = 9 données.



2. La moyenne est égale à



1 17 = . 9 3



3. La variance est égale à :



333 ⎛ 17 ⎞ 44 −⎜ ⎟ = . 9 9 ⎝ 3⎠



2



12



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 268.



13



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 268.



14 1. m1 = 4,8 et σ1 = 4,4 2. m2 = 9,6 et σ2 = 8,8 3. m3 = – 14,4 et σ3 = 13,2 4. m4 = – 0,2 et σ4 = 4,4 5. Si y = ax + b alors y = ax



b et σy = aσx si a > 0 ou



bien σy = – aσx si a < 0.



15 1. Oui, la moyenne augmente aussi d’un point. 2. Non, l’écart-type est inchangé. 16



1.



25



9 1. Q1 = le l 25e pourcentage = 6,7 % ; Q3 = le 75e pourcentage = 13,4 %. 2. Q1 – Min = 5 % ; Max – Q3 = 36,8 %. 3. Les calculs précédents montrent que cette série n’est pas symétrique. 4. Le premier pourcentage est deux fois plus petit que le second. Les deux derniers pourcentages sont beaucoup plus grands que les précédents. Un diagramme en boîte élagué est justifié.



0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 %



1991 2008



19 13 7 Mars Juin Sept. Déc. 2. a. Les températures moyennes semblent moins dispersées en 2008. b. L’écart-type des températures moyennes en 1991 est égal à environ 5,44. L’écart-type des températures moyennes en 2008 est égal à environ 4,64.
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3. a. La droite d’équation y = 13 partage le nuage de points en deux parties de même effectif. b. La médiane se situe entre 13,3 et 16,8 ; elle est égale à 15,55.



17



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 268.



18



1. a.



Effectifs cumulés croissants



600



22 a. Faux ; ces trois nombres : 1 ; 8 ; 9, ont pour moyenne 6 et médiane 8. b. Faux ; avec ces cinq nombres : 1 ; 8 ; 9 ; 9 ; 9, la 1+9 moyenne = 7,2 et = 5. 2 23 a. Vrai, car les médianes sont identiques. b. Faux ; si 20 garçons ont eu 12 et 14 filles ont eu 20 alors la médiane de la classe est 12.



Restitution des connaissances 500



24 X=



400



1



1



+ xN



=



9



12



15



18 Notes



b. Le premier quartile est la 167e note ; Q1 = 3. Le troisième quartile est la 501e note ; Q3 = 9. L’écart interquartile = 9 – 3 = 6. c. La moyenne ≈ 6,1 et l’écart-type ≈ 3,6. 2. Les notes au deuxième oral sont plus dispersées car l’écart interquartile et l’écart-type sont plus grands qu’au premier oral. Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 268.



20 1. La moyenne = 7 h 48 min et l’écart-type ≈ 4 h 05 min. 2. Le vainqueur a mis 252 h 55 min, donc le temps moyen des concurrents est : 252 h 55 min + 7 h 48 min = 260 h 43 min 3. a. Oui, la dispersion des temps et celle des écarts sont égales. b. Donc l’écart-type des temps est égal à environ 4 h 05 min.



Raisonnement logique 21 a. Faux ; il suffit d’un score inférieur à 61. b. Vrai ; avec un score compris entre 82 et 89. c. Faux ; même avec un 100, il n’a que 83,375 de moyenne. 98 • 6. Statistiques



N2 N



X2



Se tester sur les statistiques Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le manuel, p. 268.



Problèmes 34 1. a. Il y a 26 pays. La médiane est donc la moyenne des 13e et 14e nombres ; Med = 2. b. Les 13 plus grandes valeurs varient entre 14 et 2 alors que les 13 plus petites varient entre 2 et 0. La moyenne est donc plus grande que 2. 2. a.



Argent Bronze



3e quartile



6



X1 +



Médiane



3



N



1er quartile



0



N1



1



Écart-type



100



+ xN



Moyenne



200



19



+ x N + x N +1 +



N x N +1 + .... + x N = + 1 N N N1 x1 + ... + x N1 N 2 x N1 +1 + ... + x N = × + × N N1 N N2 x1 +



300



0



x1 +



3,35 3,27



3,76 2,97



1 1



2 3



3 5



b. L’écart-type de la série des médailles d’argent est supérieur à l’écart-type de celles de bronze. c. Au moins 25 % des pays ont obtenu(s) au plus une médaille de bronze. d. Cette phrase est incorrecte.



35 1. Q3 = 56,2 % environ. Le score de Mme Royal est donc 100 – 56,2 = 43,8 %.



2. Il n’y a que deux candidats donc, dans chaque département, la somme des pourcentages des deux candidats est égale à 100 %.



3. Représenter les données associées à chaque université par un diagramme en boîte. 4. Indiquer la dernière victoire de chaque université sur ces diagrammes.



Mme Royal M Sarkozy



%



1. Entre 1950 et 2010, Oxford a remporté 32 fois la course contre 29 fois pour Cambridge. 2.



24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68



36 1. La moyenne m = 3, la variance V = 15,5 et l’écart-type σ ≈ 3,9. 2. a. f(x) = 4x2 – 24x + 98. b. f atteint son minimum en a = 3. 62 c. f(3) = 62 et f(m) = 4 × V donc V = = 15,5. 4 37 1. a. On ne peut pas savoir. b. Vrai c. Vrai d. On ne peut pas savoir. 2. Le vœu n’est pas réalisé car Q1 = 370 g. 3. a. La masse de la moitié (environ) de ces pains est inférieure ou égale à 405 g. Les pains dont la masse est comprise entre 410 et 420 g représentent au moins de 25 % de ces pains. b. Le vœu est réalisé car pour la nouvelle fabrication, Q1 = 390 g.



Cambridge Min = 16 min 19 s Q1 = 17 min 38 s Med = 18 min 22 s Q3 = 19 min 18 s Max = 20 min 22 s



Oxford Min =16 min 42 s Q1 = 17 min 22 s Med = 18 min 23 s Q3 = 19 min 07 s Max = 20 min 51 s



Oxford



3.



Cambridge 16



17



18



19



20



21 minutes



18



19



20



21 minutes



Oxford



4.



Cambridge 16



17



38 b. c. 2. b.



1. a. Utilisation de la calculatrice. La moyenne = 12,1. 016 La variance = − 12,12 = 4,39. 20 a. Utilisation de la calculatrice. L’expression saisie est :



4



∑ ni (xi − X )2 i =1



4



∑ ni



=



3(9 − X )2 + 7(11 − X )2 + 4(12 − X )2 + 6(15 − X )2 20



i =1



3. b. c. 4.



a. Utilisation de la calculatrice. Cette courbe est une parabole. Les coordonnées du minimum sont (12,1 ; 4,39). On retrouve la moyenne et la variance.



39



Traduction T de l’énoncé



Oxford f d contre Cambridge La célèbre Boat Race, course d’aviron de 4,374 miles, se déroule chaque année sur la Tamise entre Puntney et Mortlake. Les résultats des courses précédentes de 1950 à 2010 sont donnés sur le site Hatier. 1. Quelle université a gagné le plus grand nombre de courses entre 1950 et 2010 ? 2. Calculer la médiane, les 1er et 3e quartiles des temps réalisés par chaque université.



40



Traduction de l’énoncé Traversée Piero utilise régulièrement le ferry pour se rendre de Livourne à Olbia. Il voyage de nuit : le départ est à 22h00, l’arrivée à 06h30. Voici les durées de ses 25 dernières traversées : 8h25



8h38



8h37



8h32



8h41



8h29



8h37



8h39



8h35



8h46



8h51



8h29



8h37



8h32



8h52



8h37



8h33



8h25



8h39



8h47



8h36



8h38



8h27



8h41



8h37



1. Quelle est la durée moyenne de la traversée ? 2. Représenter ces données par un diagramme en boîte. 3. La durée prévue de la traversée appartient-elle à l’intervalle interquartile ? 1. La moyenne est égale à 8h36. 2. Min = 8h21 ; Q1 = 8h32 ; Med = 8h37 ; Q3 = 8h39 ; Max = 8h52.



20 25 30 35 40 45 50 minutes 3. La durée prévue = 8h30 ∉ [8h32 ; 8h39].
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41



1. Lycée A :



S ES L Total



Inscrits 155 150 34 339



Reçus 127 135 24 288



Taux % 81,9 91,3 70,6 85



Inscrits 102 64 88 254



Reçus 87 62 66 215



Taux % 85,3 92,2 75 84,7



3. Pour les trois séries, les taux de réussite du lycée A sont inférieurs à ceux du lycée B. 4. Il se réfère au taux de réussite de l’établissement de 85 % qui est supérieur à 84,7 %.



42 1. Il y a eu 41 ventes au 1er trimestre, donc la médiane est le prix au m 2 de la 21 e vente : 4 000 €/m2. 2. Il y a eu 41 ventes au 2e trimestre, donc la médiane est le prix au m2 de la 21e vente : 2 500 €/m2. 3. Le prix du m2 dans cette commune dépend de la répartition des ventes dans les deux quartiers. 43 1. On ne peut pas comparer l’importance du tabagisme dans ces deux classes. 2. Avec la structure 1 : Classe A Classe B



Filles 154 72



Garçons 96 200



Total 295 248



Consommation moyenne de la classe A = 8,33 cigarettes par jour. Consommation moyenne de la classe B = 8,5 cigarettes par jour. 3. Avec la structure 2 : Classe A Classe B



Filles 91 108



Garçons 204 140



Total 295 248



Consommation moyenne de la classe A = 9,83 cigarettes par jour. Consommation moyenne de la classe B = 7,75 cigarettes par jour. 4. Avec la structure 3 : Classe A Classe B



+ 120 y < 160 60 x − 1920 +y



2. Lycée B : S ES L Total



5. a. NA(x) = 7x + 12(30 – x) = 360 – 5x. b. NB(y) = 6y + 10(32 – y) = 320 – 4y. NA( x ) N NB y ) < c. 30 32 + 32(360 5x ) 30(320 (320 4 y )



Filles 126 48



Garçons 144 240



Total 270 288



Consommation moyenne de la classe A = 9 cigarettes par jour. Consommation moyenne de la classe B = 9 cigarettes par jour.
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4x



48



y 30 25



3



S2



20



d. (ci-contre) 15 e. Il faut choisir deux 10 points du même coté de 5 la droite que le point S1.



S1 S3



0



Avec le point (20 ; 5) : Structure a Classe A Classe B



Classe A Classe B



Filles 20 5 Filles 140 30



0



5 10 15 20 25 30 x



Garçons 10 27 Garçons 120 270



Total 30 32 Total 260 300



Consommation moyenne de la classe A = 8,67 cigarettes par jour. Consommation moyenne de la classe B = 9,375 cigarettes par jour. Avec le point (25 ; 15) : Structure b Classe A Classe B



Filles 25 15



Garçons 5 17



Total 30 32



Classe A Classe B



Filles 175 90



Garçons 60 170



Total 235 260



Consommation moyenne de la classe A = 7,83 cigarettes par jour. Consommation moyenne de la classe B = 8,125 cigarettes par jour.



44 1. a. Le Limousin est placé à l’extrémité gauche (au minimum) de la boîte « moins de 5 ha ». b. Dans au moins 75 % des régions, la part en pourcentage des exploitations agricoles de moins de 5 ha est inférieure ou égale à 26,1 %. 2. Les exploitations de moins de 5 ha et celles de 50 à moins de 100 ha. 3. Les exploitations de 5 à moins de 10 ha et celles de plus de 200 ha. 4. En prenant comme critère l’écart interquartile, les exploitations de 100 à moins de 200 ha sont les plus dispersées. En prenant comme critère l’étendue, les exploitations de moins de 5 ha sont les plus dispersées.



45



1. a. Pour les hommes :



13233 − 8260 Q 1 = 8260 + × 5 = 10746,6. 10 Pour les femmes : 8724 − 5053 Q 1 = 5053 + × 5 = 6888,5 . 10 1. De la même façon, Q3 = 25 481 pour les hommes et Q3 = 20 853,5 pour les femmes.



Partie B 1. La moyenne mH ≈ 43,2 ; l’écart-type σH ≈ 2,0. 2. Le premier quartile est la pointure de la 34e paire ; Q1 = 42. La médiane est la moyenne des pointures des 67e et 68e paires ; Med = 43. Le troisième quartile est la pointure de la 101e paire ; Q3 = 44. Partie C 1.



Femmes



Homme



Hommes 40 000



35 000



30 000



25 000



20 000



15 000



10 000



5 000



Femme %



2. a. Environ 10 % des hommes ont un salaire inférieur ou égal à 2 872 €. b. Environ 10 % des hommes ont un salaire supérieur ou égal à 37 259 €. c. Le rapport D9/D1 est le coefficient multiplicateur à appliquer à D1 pour obtenir D9. Pour les hommes, le revenu D9 est égal à 13 fois celui de D1. d. La série la plus dispersée est celle des hommes. 1770 3. a. ≈ 0,6163 soit une baisse d’environ 2872 38,37 %. b. Hommes



2 872



8 260



13 233



15 652



17 748



Femmes



1 770



5 053



8 724



12 084



14 472



Variation relative



– 38,4



– 38,8



– 34,1



– 22,8



– 18,5



Hommes



20 093



23 120



27 842



37 259



Femmes



16 614



19 137



2 570



28 236



Variation relative



– 17,3



– 17,2



– 18,9



– 24,2



c. La moyenne des variations relatives = – 25,6 %. 100 – 25,6 = 74,4. Le revenu salarial d’une femme est égal à 74,4 % de celui d’un homme, à travail équivalent.



46 Partie A 1. Les pointures d’au moins 25 % des paires des chaussures « Femmes » vendues sont inférieures ou égales à 38. 2. La médiane est la moyenne de deux pointures (deux entiers), donc elle ne peut pas être égale à 38,9. 3. mF – 2σF ≈ 35,7 et mF + 2σF ≈ 42,1. Il y a 2 paires de chaussures vendues de pointure 35. 82 84 – 2 = 82 ; ≈ 97,6 %. Il y en a donc 97,6 %. 84



35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 Pointure 2. Les deux diagrammes ont le même écart interquartile : 2. Le diagramme de la série « Homme » a une plus grande étendue que celui de la série « Femme ». 3. Il faut tenir compte des effectifs : (38,9 × 84 + 43,2 × 134) ≈ 41,55 . 218 4. Les pointures de la totalité des paires de chaussures vendues sont beaucoup plus dispersées que les pointures des séries « Homme » et « Femme ». L’écart-type des pointures de la totalité des paires de chaussures vendues est donc plus grand que les deux précédents.



47 Partie A : Epreuve N 1. Voir la question 4.b. 2. Cette série de notes est plutôt symétrique. 3. m = 10 ; σ ≈ 3,57 ; Med = 10 ; Q1 = 8 ; Q3 = 12 ; D1 = 5 ; D9 = 14. 4. a. Cette série est symétrique et ne présente pas de valeurs aberrantes. Il n’est pas utile d’élaguer le diagramme en boîte. b. Effectifs 25 20 15 10 5 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 Note –5 5. La moyenne est égale à la médiane. 136 6. Dans l’intervalle [6,43 ; 13,57] il y a = 68 % 200 des notes. 192 = 96 % 7. Dans l’intervalle [2,86 ; 17,14] il y a 200 des notes.
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Partie B : Epreuve P 1. Voir la question 4.b. 2. Cette série est plutôt dissymétrique. 3. m’ = 5,4 ; σ’ ≈ 3 ; Med = 5 ; Q1 = 3 ; Q3 = 7 ; D1 = 2 ; D9 = 9. 4. a. Cette série est dissymétrique et présente des valeurs extrêmes (supérieures à 14) rares. Il est judicieux d’élaguer le diagramme en boîte. b. Effectifs 35 30 25 20 15 10 5 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 Note –5
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5. m’ est supérieure à Med’ car les notes supérieures à m’ sont plus dispersées que les autres. 144 6. Dans l’intervalle [3 ; 7] il y a = 72 % des 200 notes. 7. a. 1,5D’ = 6 et 2σ’ ≈ 6. On peut remarquer que 1,5D’ ≈ σ’. 192 b. Dans l’intervalle [– 1 ; 11] il y a = 96 % des 200 notes.



7. Probabilités Objectifs et pré-requis On introduit dans ce chapitre la notion de variable aléatoire qui permet de modéliser des situations et de justifier certaines expériences effectuées en classe de seconde. Extrait du programme (Bulletin officiel n° 9 du 30 septembre 2010) : Contenus Capacités attendues Probabilités Variable aléatoire discrète et loi de probabi- • Déterminer et exploiter la loi d’une variable lité. aléatoire. Espérance. • Interpréter l’espérance comme valeur moyenne dans le cas d’un grand nombre de répétitions.



▶ QCM Pour bien commencer Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le manuel, p. 268.



Corrigés des activités 1



Espérance d’une variable aléatoire 1 a. ●



3 5



2 a. ●



p(« obtenir 0 boule blanche ») = p(N ; N) =



b.



3 5



c.



9 25



d.



9 4 13 + = 25 25 25



4 . 25



p(« obtenir 1 boule blanche ») = p(B ; N) + p(N ; B) = 2 ×



6 12 = . 25 25



9 . 25 On peut remarquer que la somme des probabilités vaut 1. 4 b. On obtiendra en moyenne × 500 = 80 fois « 0 boule blanche », 240 fois « 1 boule blanche », 25 180 fois « 2 boules blanches ». 0 × 80 + 1 × 240 + 2 × 180 600 = = 1,2. c. Le nombre moyen de boules blanches est 500 500 4 d. On obtiendra en moyenne × 10 000 = 1600 fois « 0 boule blanche », 4800 fois « 1 boule 25 blanche », 3600 fois « 2 boules blanches ». 0 × 1 600 + 1 × 4 800 + 2 × 3600 Le nombre moyen de boules blanches que l’on peut espérer est = 1,2. 10 000 p(« obtenir 2 boules blanches ») = p(B ; B) =



e. Le nombre moyen de boules blanches que l’on peut espérer ne dépend pas du nombre d’expériences.



3 a. ●



On peut espérer faire des gains car 1,2 > 1. b. Pour 100 parties, on peut espérer gagner en moyenne 0,2 × 100 = 20 jetons.
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Avec ou sans remise ?



2



PARTIE A : Expérience avec remise 1 Réalisation de l’arbre. ● 2 Les issues sont (1 ; 1), (1 ; 2), (1 ; 3), (2 ; 1), (2 ; 2), (2 ; 3), (3 ; 1), (3 ; 2), (3 ; 3). ● Ces issues sont équiprobables de probabilité



3 a. ●



1 . 9



p(« On tire deux fois le même nombre ») = p({((1 ; 1), (2 ; 2), (3 ; 3))} =



1 . 3



b. p(« Le premier nombre tiré est strictement inférieur au second ») = p({(1 ; 2), (1 ; 3), (2 ; 3)}) = c. p(« La somme des deux nombres est 4 ») = p({(1 ; 3), (2 ; 2), (3 ; 1)}) =



1 . 3



1 . 3



PARTIE B : Expérience sans remise 1 Les issues sont (1 ; 2), (1 ; 3), (2 ; 1), (2 ; 3), (3 ; 1), (3 ; 2). ● 1 . 6 2 a. p(« On tire deux fois le même nombre ») = 0. Ces issues sont équiprobables de probabilité



●



b. p(« Le premier nombre tiré est strictement inférieur au second ») = p ({(1 ; 2), (1 ; 3), (2 ; 3)}) = c. p(« La somme des deux nombres est 4 ») = p ({(1 ; 3), (3 ; 1)}) =



1 . 2



1 . 3



PARTIE C : Comparaison des expériences a. « Avec remise ». b. « Sans remise ». c. Même probabilité pour les deux expériences.



Corrigés des Travaux pratiques TICE 1



L’espérance de vie



1 ●



2 En C3, apparaît le nombre : 996,9. ● 3 Après duplication de la formule on trouve en C113 : 2,17357269. D’après ce modèle, il reste environ ● 2 personnes âgées de 110 ans.
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4 Le nombre de décès dans la première classe d’âge. ● 5 La formule à mettre en D115 est « =SOMME(D3:D113)/1000 ». On trouve ainsi 80,2399072. ● L’espérance de vie est environ 80,2 ans.



6 Pour obtenir l’espérance de vie des femmes et des hommes, des « copier/coller/dupliquer » des ● formules précédentes conduisent rapidement aux résultats. Attention toutefois, dans la cellule G3 la formule que l’on doit obtenir est « A3*(F2-F3) » et non « D3*(F2-F3) ». De même dans J3 on doit trouver « A3*(I2-I3) ». L’espérance de vie trouvée est : • pour l’ensemble de la population : 80,2 • pour l’ensemble des individus de sexe masculin : 77,1 • pour l’ensemble des individus de sexe féminin : 83,3. Ce calcul étant réalisé avec des « âges par défaut », on peut ajouter 0,5 aux valeurs trouvées ci-dessus.



7 Il suffit de mettre 1000 dans la cellule C62 et d’effacer les contenus des cellules D2 à D62. L’espérance ● de vie est 83,7 – 60 = 23,7 ans.



8 Espérance de vie en 1975 : 72,4 ; en 1985 : 74,9 ; en 1995 : 77,4 ; en 2008 : 80,2. ● (72,9 ; 75,4 ; 77,9 ; 80,7 avec la correction de 0,5 ans.)



9 On met par exemple 510 dans la cellule F2 et 490 dans la cellule I2. C’est à partir de 54 ans que le ● nombre d’hommes (469) est inférieur au nombre de femmes (470).



Un jeu équitable ?



Algorithmique 1 1 a. ●



Le lancer d’une pièce de monnaie symétrique est modélisé par le tirage d’un nombre au hasard dans l’ensemble {0 ; 1} : entAléat(0,1). On conviendra que 0 représente le côté « pile », et 1 le côté « face ». b. N est le nombre de lancers et I est le rang du tirage. c. L1(I) est le gain de la partie de rang I. d. Programmation de l’algorithme sur la calculatrice. e. Le jeu est équilibré.



2 a. ●



PROGRAM : PILEFACE : Prompt N : EffListe L1 : For(I,1,N) : entAléat (0, 1) + entAléat (0, 1) + entAléat (0, 1) -> L1 (I) : If (L1 (I) = 0) : Then : -12 -> L1 (I) : End : End : Disp “MOYENNE”, moyenne (L1)



b. Programmation de l’algorithme sur la calculatrice. c. Le jeu est équilibré.



3 a. ●



Le premier modèle conduit à la loi de probabilité suivante : x



–4



1



2



p(X = x)



1 4



2 4



1 4



E(x) = −4 ×



1 2 1 + 1 × + 2 × = 0. L’espérance mathématique est nulle. 4 4 4
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b. Le gain dans le second jeu est défini par le tableau suivant : Issue



PPP



PPF



PFP



FPP



PFF



FPF



FFP



FFF



Gain



– 12



1



1



1



2



2



2



3



−12 + 1 + 1 + 1 + 2 + 2 + 2 + 3 = 0. 8 c. Dans les deux jeux, l’espérance mathématique est nulle. Les jeux sont équilibrés. D’où la difficulté de donner des réponses aux questions 1.e. et 2.c. L’espérance de gain est donc



Corrigés des exercices et problèmes 2.



Exercices d’application 1 Points



0



1



2



3



4



5



Proba



2 102



73 102



5 102



9 102



8 102



1 102



Points



6



7



8



9



10



Proba



0 102



0 102



2 102



0 102



2 102



2 1. Les 6 tirages possibles équiprobables sont 12, 13, 14, 23, 24, 34. 2. La loi de probabilité de X est définie par le tableau suivant : X



3



4



5



6



7



Proba



1 6



1 6



2 6



1 6



1 6



1 3. p (X ⩽ 4) = 3 3 1. X



1



2



3



4



5



Proba



2 25



3 25



3 25



3 25



3 25



X



6



7



8



9



10



Proba



3 25



3 25



2 25



2 25



1 25



2. E(X) =



4



3. E(S) =



0 3



NOTE Dans le spécimen et certains manuels, il 5 faut lire que le secteur vert permet de gagner 2 euros et non de les perdre. 1. La loi de probabilité du gain est donnée par le tableau suivant : Gain



0



2



10



Probabilité



3 8



3 8



2 8



26 = 3,25 8 2. La mise doit être de 3,25 euros pour que le jeu soit équitable. E(S) =



6 Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 268. 7 1. 1 – 0,12 = 0,88 2. Le nombre moyen d’appels par minute est 1,88.



127 25



8



1. S



2



3



4



5



6



X



0



1



3



5



10



Proba



9 36



12 36



10 36



4 36



1 36



Probabilité



3 20



3 20



2 20



1 20



1 20
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9



1. X



1



2



3



4



5



6



Probabilité



6 21



5 21



4 21



3 21



2 21



1 21



X



1



2



3



4



5



6



Probabilité



1 36



3 36



5 36



7 36



9 36



11 36



56 21



2. E(X) =



10



1.



2. E(X) =



161 36



11 1. La probabilité d’avoir au moins un stylo défectueux est 0,04. Sur 100 paquets on peut s’attendre à avoir 4 paquets contenant au moins un stylo défectueux. 2. E(X) = 0,05. 12



Le nombre moyen de points est 1,87. Il est de 83 ≈ 1,79 pour le Scrabble français. Le nombre 102 moyen de points est donc supérieur dans le Scrabble anglais.



13 Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 268. 14



a. D



b. B c. B



15



1. La probabilité d’une issue quelconque 1 (dé 1 ; dé 2) est . 16 2. Dé 1 Dé 2



1



2



3



4



1



2



3



4



5



2



3



4



5



6



3



4



5



6



7



4



5



6



7



8



Dé 1 Dé 2 1 2 3 4 5 6



1



2



3



4



5



6



2 3 4 5 6 7



3 4 5 6 7 8



4 5 6 7 8 9



5 6 7 8 9 10



6 7 8 9 10 11



7 8 9 10 11 12



X



2



3



4



5



6



7



Proba



1 36



2 36



3 36



4 36



5 36



6 36



X



8



9



10



11



12



Proba



5 36



4 36



3 36



2 36



1 36



16



NOTE Dans le spécimen et certains manuels, à 5 la question 1.c., il faut lire une probabilité égale à . 9 1 1. a. p(6 ; 6 ; 6) = 216 1 b. p(« obtenir 3 chiffres identiques ») = 36 c. p(« obtenir 3 chiffres différents ») =



6×5×4 5 = 216 9



2. a. p(« obtenir 2 chiffres identiques ») = 1 20 15 1− − = , d’où la loi de probabilité de X : 36 36 36 X



–1



2



9



Proba



20 36



15 36



1 36



b. E(X) =



19 , le jeu est favorable au joueur. 36



17



3. X



2



3



4



5



6



7



8



Proba



1 16



2 16



3 16



4 16



3 16



2 16



1 16



4. Avec deux dés à 6 faces, la probabilité d’une issue 1 quelconque (dé 1 ; dé 2) est . 36



Traduction de l’énoncé Un enfant vise la cible ci-contre avec des fléchettes. S’il la rate il obtient 0 point, 2 sinon il obtient le nombre de points marqués dans la zone atteinte.



2 5 5



10



5



2



5 2



1. Il lance une série de deux fléchettes. On appelle X la variable aléatoire qui associe à la série réalisée le score obtenu. Déterminer l’ensemble des valeurs que peut prendre X.
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2. Il lance une série de trois fléchettes. On appelle Y la variable aléatoire qui associe à la série réalisée le score obtenu. Déterminer l’ensemble des valeurs que peut prendre Y. 1. X peut prendre les valeurs 0, 2, 5, 10, 4, 7, 12, 15 et 20. 2. Y peut prendre les valeurs 0, 2, 5, 10, 4, 7, 12, 15, 20, 6, 9, 14, 17, 22, 25, 30.



18



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 269.



19 1. Le montant total des lots est 68 600 euros. Il faut donc 196 000 participants au moins pour que le jeu soit rentable. 2. a. La loi de probabilité du gain est donnée par le tableau suivant : Gain



– 0,35



3099,65



51,65



11,65



6 500 2000 Probabilité 277494 280000 280000 280000 280000 b. L’espérance de gain vaut : 68600 − 0,35 = −1,105. 280000



20 1. p(X ⩾ 3) = 0,208 2. Utilisation de la calculatrice. 3. E(X) = 1,348 21



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 269.



22



1. E(X) = 3. 2. a. E(Y) = 6 3. a. E(T) = 9



Se tester sur les probabilités Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le manuel, p. 269.



Problèmes 32



1. L’espérance de gain est à peu près égale à 7 − ≈ −0,538 . 13 20 19 38 1 2. × = ≠ 70 69 483 13 Comme les fractions du type « 1 sur n » sont beaucoup plus parlantes, l’organisateur du jeu a fait un arrondi. 483 On peut remarquer en effet que ≈ 12,71 ≈ 13. 38 3. L’espérance de gain est environ – 0,445. 4. La probabilité d’avoir 10 bons numéros est 20 19 18 11 670442572800 × × × ... × = 70 69 68 61 1439561377475020800 1 2147181 La probabilité de n’avoir aucun bon numéro est ≠



b. E(Z) = 6 26 b. E(U) = 3



Raisonnement logique 23 a. P2 : « Si E(X) est négative alors toutes les valeurs prises par X sont négatives » ; cette proposition est fausse. b. P3 : « Si E(X) est positive alors il existe des valeurs prises par X positives » ; cette proposition est vraie. c. P4 : « S’il existe des valeurs prises par X positives alors E(X) est positive » ; cette proposition est fausse.



Restitution des connaissances 24 Considérons une expérience aléatoire caractérisée par E = {e1 ; e2 ;…; en} un ensemble de résultats numériques et p1, p2,…, pn une loi de probabilité définie sur E. Si on réalise N fois cette expérience aléatoire, on obtient les résultats e1, e2,…, en avec des fréquences 108 • 7. Probabilités



d’apparition f 1, f 2,…, fn. La moyenne des résultats sera x = f 1e1 + f 2e2 +…+ fnen. Comme les fréquences f 1 , f 2 ,…, f n se rapprochent des probabilités p1, p2,…, pn lorsque N devient grand, la moyenne x se rapproche de l’espérance mathématique μ.



50 49 48 41 37 276 043023 296 000 1 × × × ... × = ≠ . 70 69 68 61 1439561377 475020 800 39 5. Le produit du gain par la probabilité de l’obtenir est respectivement : 0,809 pour 10 bons numéros, 0,053 pour 9 bons numéros, 0,039 pour 8 bons numéros, 0,039 pour 7 bons numéros, 0,114 pour 6 bons numéros, 0,167 pour 5 bons numéros et 0,05 pour 0 bon numéro. 6. a. La somme des probabilités est : 1 1 1 1 1 1 59 + + + + + = ≠ 1. 4 3 4 10 25 100 60 b. Gain : 24 euros. c. La loi de probabilité du gain est donnée par le tableau suivant : Gain Proba



0



6



12



18



24



1 52



1 39



1 52



1 130



30



60



1 1 325 1300



L’espérance de gain est dans ces conditions 1,092 euros. Si on tient compte de la mise de 2 euros on obtient alors un gain de – 0,908.



d. Si on mise 2 euros à un jeu simple sans multiplicateur, l’espérance de gain est – 1,077 d’après la question 1. Le jeu avec multiplicateur semble donc plus intéressant.



36



1.



33



Si Coline choisit le dé A et Lucas le dé C, alors 17 Lucas a une probabilité de gagner égale à et il a 36 16 une probabilité de perdre égale à . La probabi36 3 lité de match nul est . 36 Si Coline choisit le dé B alors Lucas choisit le dé A. Dans ce cas les probabilités de gagner de perdre et de match nul sont les mêmes que dans la situation précédente. Si Coline choisit le dé C alors Lucas choisit le dé B. Mêmes résultats que dans les situations précédentes. REMARQUE Cet exemple montre que le joueur qui a l’initiative n’est pas nécessairement avantagé.



34 NOTE Dans le spécimen et certains manuels, à la question 3., il faut lire : 5,4 questions, et non 4,5. 1. 7 questions au maximum ;



35 = 4,375 questions 8



en moyenne. 2. 3 questions. 1 2 9 9 3. + + ... + + = 5,4 10 10 10 10 4 4. 3 + , car un groupe de 4 nombres nécessite 10 une question complémentaire pour deviner le nombre.



35 1. L’espérance de gain pour Killian est 40p – 20(1 – p) = 60p – 20. 1 2. Si l’espérance est nulle 60p – 20 = 0. D’où p = . 3 Killian a donc moins de chance de gagner (1 chance sur 3) que Charly (2 chances sur 3). 3. L’espérance de gain 1000p – (1 – p) = 1001p – 1.



pour



Killian



est



1 . 1001 Killian a une chance sur 1001 de gagner et Charly 1000 chances sur 1001. L’espérance est nulle d’où p =



REMARQUE Dans un jeu équilibré, le joueur qui possède la plus grande fortune a une probabilité de gagner plus importante.



2. 0,856 ≈ 0,377 3. a. La loi de X est donnée par le tableau suivant : X



1



2



3 0,852



Proba



0,15



0,85 × 0,15



X



4



5



6



Proba



0,853 × 0,15



0,854 × 0,15



0,855



× 0,15



b. E(X) = 4,15233656.



37



1. a. La probabilité de gagner est



1 si on mise 37



18 si on mise sur « pair » ou 37 12 si on mise sur une « impair » ou sur une couleur, 37 douzaine. 2 b. L’espérance de gain est − si on mise sur un 37 1 numéro, − si on mise sur « pair » ou « impair » ou 37 1 si on mise sur une douzaine. sur une couleur, − 37 2. Il est moins défavorable au joueur de parier sur la parité, la couleur ou la douzaine. sur un numéro,



38



1. Le jeu est désavantageux. La probabilité de 1 gagner est . 3 1 2 2 2. L’espérance de gain est × 2 + × (−2) = − . 3 3 3 3. a. Si une face non marquée sort on perd deux euros, sinon le gain et la perte s’annule, d’où l’espé2 1 2 rance : × 0 + × (−2) = − . 3 3 3 b. La probabilité de gagner est nulle. 1 c. La probabilité de perdre est égale à . 3 4. Les deux techniques de jeu conduisent à la même 2 espérance − , mais la seconde stratégie n’a aucun 3 intérêt car on est sûr de ne pas gagner !



39 b.



1. a.



1 32



1 1024
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2. La loi de probabilité du gain est donnée par le tableau suivant : Gain Proba Gain Proba



0 1



4 1



8 1



16 1



32 1



210



2 1 2



22



23



24



25



64 1



128 1



256 1



512 1



1 024 1



26



27



28



29



210



3. a. L’espérance de gain de Tatiana est 10 ducats. 4. a. Si l’arrêt du jeu s’effectue au 40e lancer, l’espérance de gain est 40 ducats. b. Anton peut perdre 220 = 1048576 ducats. 5. Une somme infinie.
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40



1. a.



2 3 3. – 1 4. 1



2 3



b.



1 3



c. −



1 3



2. −



1



3



2 3



–1



1 2



1 2 L’espérance de gain est nulle.



0



–2



1



–1



8. Loi binomiale et échantillonnage Objectifs et pré-requis On introduit dans ce chapitre la répétition d’épreuves identiques et indépendantes. Le cas particulier des expériences à deux issues permet d’introduire la loi binomiale. Extrait du programme (Bulletin officiel n° 9 du 30 septembre 2010) : Contenus



Capacités attendues



Probabilités et échantillonnage Modèle de la répétition d’expériences identiques et indépendantes à deux ou trois issues. Épreuve de Bernoulli, loi de Bernoulli. Schéma de Bernoulli, loi binomiale (loi du nombre de succès). Coefficients binomiaux.



• Représenter la répétition d’expériences identiques et indépendantes par un arbre pondéré. • Utiliser cette représentation pour déterminer la loi d’une variable aléatoire associée à une telle situation. • Reconnaître des situations relevant de la loi binomiale. • Calculer une probabilité dans le cadre de la loi binomiale. Espérance de la loi binomiale. • Utiliser l’espérance d’une loi binomiale dans des contextes variés. Utilisation de la loi binomiale pour une prise de • Exploiter l’intervalle de fluctuation à un seuil décision à partir d’une fréquence. donné, déterminé à l’aide de la loi binomiale, pour rejeter ou non une hypothèse sur une proportion.



▶ QCM Pour bien commencer Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le manuel, p. 269.



Corrigés des activités 1



Promenade sur un quadrillage 1 Il y a 1 chemin pour aller de O à D. ●



Il y a 1 chemin pour aller de O à L. Il y a 2 chemins pour aller de O à G. Il y a 5 chemins pour aller de O à J. Il y a 10 chemins pour aller de O à P.



2 Pour aller en H : 3 chemins ; en C : 1 chemin. Pour aller en I : 4 chemins. ●



Pour aller en S : 1 chemin ; en M : 3 chemins. Pour aller en T : 4 chemins. Pour aller en M : 3 chemins ; en H : 3 chemins. Pour aller en N : 6 chemins.



3 Le nombre de chemins permettant d’atteindre un point est égal à la somme des nombres de chemins ● permettant d’atteindre les 2 points précédents.
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4 ●



La planche de Galton



2



1 . 4 1 Probabilité d’arriver sur le clou E : . 2 1 Probabilité d’arriver sur le clou F : . 4 1 2 Probabilité d’arriver sur le clou G : . 8 3 Probabilité d’arriver sur le clou H : . 8 3 Probabilité d’arriver sur le clou I : . 8 1 Probabilité d’arriver sur le clou J : . 8 1 3 Probabilité d’arriver sur le bac 1 : . 16 4 Probabilité d’arriver sur le bac 2 : = 16 6 Probabilité d’arriver sur le bac 3 : = 16 4 Probabilité d’arriver sur le bac 4 : = 16 1 Probabilité d’arriver sur le bac 5 : . 16



1 Probabilité d’arriver sur le clou D : ●



●



●



1 . 4 3 . 8 1 . 4



4 ●
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3



Une probabilité d’au moins 95 % 1 a. ●



La variable aléatoire X prend les valeurs entières de 0 à 30. b. On répète 30 fois la même expérience aléatoire (lancer un dé) n’ayant que deux issues possibles : obtenir les faces n° 1 ou 6 ou bien ne pas les obtenir. Donc la loi de probabilité suivie par X est une 1 loi binomiale de paramètres n = 30 et p = . 3 c. L’événement « X = 11 » signifie « obtenir 11 fois parmi les 30 lancers les faces n° 1 ou 6 ». p(X = 11) ≈ 0,139.



2 a. ●



p(X ⩽ 4) ≈ 0,0122 ⩽ 0,025. b. p(X ⩽ 5) ≈ 0,035 > 0,025. c. p(X ⩽ 6) > p(X ⩽ 5) > 0,025. d. L’entier a est le plus petit entier k tel que p(X ⩽ k) > 0,025. a = 5.



3 a. ● Valeur prise par X : k p(X ⩽ k)



13 0,9102



14 0,9565



15 0,9812



16 0,9928



17 0,9975



b. L’entier b est le plus petit entier k tel que p(X ⩽ k) ⩾ 0,975, b = 15.



4 a. p(5 ⩽ X ⩽ 15) = p(X ⩽ 15) – p(X ⩽ 4) ≈ 0,9812 – 0,0122 = 0,969. ●



b. Lorsque l’on lance 30 fois un dé, la probabilité d’obtenir moins de 5 fois les faces numérotées 1 ou 2 est égale à environ 0,0122. Lorsque l’on lance 30 fois un dé, la probabilité d’obtenir entre 5 et 15 fois les faces numérotées 1 ou 2 est égale à environ 0,969. Lorsque l’on lance 30 fois un dé, la probabilité d’obtenir plus de 15 fois les faces numérotées 1 ou 2 est égale à environ 1 – 0,9812 = 0,0188.



Corrigés des Travaux pratiques TICE 1



Probabilités d’une loi binomiale



1 a. ●



Les références aux cellules B3 (n) et C3 (p) sont absolues. b. La formule à mettre dans la cellule B5 est : « = COMBIN($B$3;A5)*$C$3^A5*(1-$C$3)^($B$3-A5) ». Ou encore : « = LOI.BINOMIALE (A5 ; $B$3 ; $C$3 ; FAUX) ». Lorsque k > 12, les cellules sont en erreur car il n’est pas possible d’avoir k > n.



2 L’espérance s’obtient en calculant une moyenne pondérée. On met dans la cellule C5 la formule ●



« = A5*B5 » qu’on duplique vers le bas. La formule « = SOMME(C5:C17) » retourne alors l’espérance. Mais on peut écrire aussi directement « = B3*C3 » car l’espérance est égal à n × p.



3 a. et b. La probabilité la plus grande est obtenue dans le cas où p = 0,5 lorsque k vaut ● et lorsque k vaut



n si n est pair 2



n −1 n +1 et si n est impair. La ou les valeurs de k rendant maximal la probabilité 2 2



est appelé mode. ⎛ n⎞ ⎛ n⎞ c. p(X = k) = ⎜ ⎟ × 0,5 k × (1 − 0,5) n − k = ⎜ ⎟ × 0,5 n ⎝k⎠ ⎝k⎠ ⎛ n ⎞ ⎛ n ⎞ × 0,5 n − k × (1 − 0,5)k = ⎜ et p(X = n – k) = ⎜ × 0,5 n . ⎝ n − k ⎟⎠ ⎝ n − k ⎟⎠ ⎛ n⎞ ⎛ n ⎞ Comme ⎜ ⎟ = ⎜ , on a p(X = k) = p(X) = n – k. ⎝ k ⎠ ⎝ n − k ⎠⎟
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4 Lorsque p diminue, le mode diminue. À partir de 0,076, le mode vaut 0. ● 5 a. On saisit : « = 1/B3 ». ● b. Quand n devient grand (plus de 20) la loi semble peu évoluer. c. On a p(X = 0) ≈ p(X = 1) ≈ 2p(X = 2) ≈ 6p(X = 3). On peut aussi faire remarquer que



p(X = 0) ≈ 1 − p. p(X = 1)



d. On a p(X = 0) = (1 – p)n et p(X = 1) = np(1 – p)n – 1. Comme E(X) = 1, np = 1. Dans ces conditions p(X = 1) = (1 – p)n – 1. D’où le résultat.



TICE 2



Du plus grand au plus petit !



1 et ● 2. Les probabilités cumulées s’obtiennent en mettant dans la cellule C2 la formule : ●



« = LOI.BINOMIALE(A2;$F$3;$F$4;VRAI) » et en la recopiant vers le bas. Mais comme on devra calculer des probabilités cumulées correspondant à des valeurs de k non consécutives (question



2.) on écrira dans la cellule C2 : « = B2 », dans la cellule C3 : « = C2+B3 », formules que l’on recopie ● vers le bas.



3 a. p(5 ⩽ X ⩽ 9) ≈ 0,7055 ●



b. p(5 ⩽ X ⩽ 10) ≈ 0,7964 c. Les entiers k tels que la somme des probabilités les plus importantes atteigne 0,95 sont compris entre 3 et 12. On peut lire : p(3 ⩽ X ⩽ 12) ≈ 0,9678. d. Un intervalle de fluctuation, au seuil de 95 %, de la fréquence f du caractère dans un échantillon de taille 30 prélevé dans une population dont la proportion p du caractère est égale à 0,25 est l’inter⎡ 12 ⎤ valle ⎢ ; ⎥ = [0,1 ; 0,4]. ⎣ 30 30 ⎦ ⎡ 3 12 ⎤ e. L’intervalle de fluctuation défini dans le cours est l’intervalle ⎢ ; ⎥ . C’est le même. ⎣ 30 30 ⎦



4 a. ●



Pour n = 50 et p = 0,15, les entiers k tels que la somme des probabilités les plus importantes atteigne 0,95 sont compris entre 3 et 12. b. Un intervalle de fluctuation, au seuil de 95 %, de la fréquence f du caractère dans un échantillon de taille 50 prélevé dans une population dont la proportion p du caractère est égale à 0,15, est l’in⎡ 3 12 ⎤ tervalle ⎢ ; ⎥ = [0,06 ; 0,24] avec une probabilité d’environ 0,9558. ⎣ 50 50 ⎦



c. Pour n = 50 et p = 0,15, l’intervalle de fluctuation défini dans le cours est [0,06 ; 0,26]. Les deux intervalles ne coïncident pas. d. La probabilité que la fréquence du caractère soit dans l’intervalle [0,06 ; 0,26] est égale à la somme des probabilités pour les entiers compris entre 3 et 13. On obtient 0,9726 environ. e. L’intervalle qui correspond le mieux au seuil 95 % est l’intervalle [0,06 ; 0,24].



5 Pour n = 200 et p = 0,92. ●



Les entiers k tels que la somme des probabilités les plus importantes atteigne 0,95 sont compris entre 177 et 191. Un intervalle de fluctuation, au seuil de 95 %, de la fréquence f du caractère dans un échantillon de taille 200 prélevé dans une population dont la proportion p du caractère est égale à 0,92, est l’inter⎡ 173 191 ⎤ valle ⎢ ; ⎥ = [0,885 ; 0,995] avec une probabilité d’environ 0,9511. ⎣ 200 200 ⎦ ⎡ 176 191 ⎤ L’intervalle de fluctuation défini dans le cours est ⎢ ; ⎥ = [0,88 ; 0,995]. Les deux intervalles ⎣ 200 200 ⎦



ne coïncident pas. La probabilité que la fréquence du caractère soit dans l’intervalle [0,88 ; 0,995] est égale à la somme des probabilités pour les entiers compris entre 176 et 191. On obtient 0,994 environ. L’intervalle qui correspond le mieux au seuil 95 % est l’intervalle [0,885 ; 0,995].
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6 a. ● Dans ce TP



Dans le cours



En seconde



n = 256 et p = 0,30



⎡ 63 91 ⎤ ⎢ 256 ; 256 ⎥ ⎣ ⎦ [0,2461 ; 0,3555]



⎡ 63 91 ⎤ ⎢ 256 ; 256 ⎥ ⎣ ⎦



[0,2375 ; 0,3625]



n = 256 et p = 0,48



⎡ 107 138 ⎤ ⎢ 256 ; 256 ⎥ ⎣ ⎦



⎡ 107 139 ⎤ ⎢ 256 ; 256 ⎥ ⎣ ⎦



⎡ 262 297 ⎤ ⎢ 400 ; 400 ⎥ ⎣ ⎦



⎡ 262 298 ⎤ ⎢ 400 ; 400 ⎥ ⎣ ⎦



[0,655 ; 0,7425]



[0,655 ; 0,745]



⎡ 188 227 ⎤ ⎢ 400 ; 400 ⎥ ⎣ ⎦



⎡ 188 228 ⎤ ⎢ 400 ; 400 ⎥ ⎣ ⎦



[0,47 ; 0,5675]



[0,47 ; 0,57]



n = 400 et p = 0,70



n = 400 et p = 0,52



[0,4175 ; 0,5425]



[0,65 ; 0,75]



[0,47 ; 0,57]



b. Lorsque la taille n de l’échantillon est grande, les intervalles de fluctuation sont presque identiques.



Algorithmique 1



Loi binomiale et calculatrices



1 a. ●



Le programme calcule p(X = k). b. n est le nombre de répétitions de l’expérience, n ∈ ℕ. p est la probabilité d’un succès, p est un réel de l’intervalle [0 ; 1]. k est le nombre de succès que l’on considère. k est un entier naturel inférieur ou égal à n. A contient la probabilité p(X = k). A est un réel de l’intervalle [0 ; 1]. c.



p(X = 25) ≈ 0,1123.



2 a. ●



b. On retrouve p(X ⩾ 0) = 1. c. La probabilité d’obtenir plus de pile que de face devrait être intuitivement de 0,5, mais il faut considérer le cas où il y a autant de pile que de face, qui est inclus dans le calcul de p(X ⩾ 25). Une répartition symétrique donne en réalité p(X < 25) ≈ 0,444, p(X = 25) ≈ 0,112 et p(X > 25) ≈ 0,444. 1 d. On exécute l’algorithme avec n = 3, p = et k = 1. 6



Il faut aller jusqu’à n = 17 pour que la probabilité de réaliser au moins un 6 soit supérieure à 95 %.
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Intervalle de fluctuation au seuil de 95 %



Algorithmique 2



1 On suppose que l’on a saisi : n = 11 et p = 0,3. ● a.



Nombre k



0



1



2



3



4



5



6



7



8



9



10



11



prob(X ⩽ k) 0,0198 0,1130 0,3127 0,5696 0,7897 0,9218 0,9784 0,9957 0,9994 1,0000 1,0000 1,0000 b. À l’initialisation R ≈ 0,0198 < 0,025. c. À la fin du « Tant que R < 0,025 », A = 1. À la fin du « Tant que R < 0,025 », on a prob(X ⩽ A – 1) < 0,025 < prob(X ⩽ A). En sortie, la valeur de A est 1. d. À la fin du « Tant que R ⩽ 0,975 », B = 6. e. En sortie, prob(A ⩽ X ⩽ B) = prob(1 ⩽ X ⩽ 6) ≈ 0,9784 – 0,0198 = 0,9586. f. Un intervalle de fluctuation au seuil de 95 % de la fréquence du caractère (p = 0,3) dans un échan⎡1 6⎤ tillon aléatoire de taille 11, déterminé à l’aide de la loi binomiale est l’intervalle ⎢ ; ⎥ . ⎣ 11 11 ⎦



2 Avec TI : ●



Avec Casio :



3 a. ●



On obtient A = 7, B = 19 et prob(A ⩽ X ⩽ B) ≈ 0,9861 – 0,0194 ≈ 0, 9667. b. prob(7 ⩽ X ⩽ 18) ≈ 0,9712 – 0,0194 ≈ 0,9519. Ce calcul ne contredit pas les valeurs de A et B obtenues car prob(X ⩽ 18) ≈ 0,9713 < 0,975.



Corrigés des exercices et problèmes 3



Exercices d’application 1



a.



3×5×2 103



= 0,03



3



3 = 0,027 103 3 × 52 × 2 c. = 0,15 103 d. L’événement contraire est « obtenir aucune 3 ⎛ 1⎞ rouge », d’où la probabilité : 1 – ⎜ ⎟ = 0,875. ⎝ 2⎠ b.
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2



⎛ 1 ⎞ 1 1. ⎜ ⎟ = pour « BAC » ainsi que 17576 ⎝ 26 ⎠



pour « CEE ». 1 2. 26 1 3. 26 3 Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 269.



4



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 269.



5



Utilisation de la calculatrice.



⎛ 20 ⎞ 20 ⎜ ⎟ = 1 = 20 ⎝ 1 ⎠



13 Cet exercice dépend des données recueillies dans la classe.



⎛ 20 ⎞ 20 × 19 ⎜ ⎟ = 2 × 1 = 190 ⎝ 2 ⎠



14 1. La liste 2 contient N nombres extraits au hasard de la liste 1. 2. Oui. 3. Ce programme permet de simuler un tirage successif avec remise de N nombres.



6



⎛ 20 ⎞ 20 × 19 × 18 × 17 × 16 × 15 × 14 × 13 × 12 × 11 ⎜ ⎟= 10 × 9 × 8 × 7 × 6 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1 ⎝ 10 ⎠ =



20 × 19 × 18 × 17 × 16 × 15 × 14 × 13 × 12 × 11 10 × 9 × 8 × 7 × 6 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1



⎛ 20 ⎞ 20 × 19 × 17 × 16 × 14 × 13 × 12 × 11 ⎜ ⎟= ⎝ 10 ⎠ 10 × 8 × 7 × 6 × 4 = 19 × 17 × 2 × 13 × 2 × 11 = 184756 ⎛ 20 ⎞ ⎛ 20 ⎞ ⎜ ⎟ =⎜ ⎟ = 20 ⎝ 19 ⎠ ⎝ 1 ⎠
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Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 269.
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1. 0,56 = 0,015625 2. On note X la variable aléatoire qui compte le nombre de côtés P obtenus lors des 6 lancers. X suit la loi binomiale de paramètres n = 6 et p = 0,5. a. p(X = 3) = 0,3125 b. p(X = 5) = 0,09375 c. p(X ⩾ 1) = 1 – p(X = 0) = 1 – 0,015625 = 0,984375



9



1. On répète, 20 fois de suite et de façon indépendante, l’expérience aléatoire qui consiste à répondre au hasard à une question avec une probabilité p = 0,25 de choisir la bonne réponse. Donc la loi de X est la loi binomiale de paramètres n = 20 et p = 0,25. 2. E(X) = n × p = 5 3. p(X = 0) = 0,7520 ≈ 0,00317



10 1. On répète, dix fois de suite et de façon indépendante, l’expérience aléatoire qui consiste à prendre au hasard un entier compris entre 1 et 4 avec une probabilité p = 0,25 d’obtenir l’entier 2. Donc la loi de D est la loi binomiale de paramètres n = 10 et p = 0,25. 2. L’événement « D = 3 » signifie obtenir 3 fois l’entier 2 lors des dix expériences. 3. p(D ⩾ 2) = 1 – p(D ⩽ 1) = 1 – p(D = 0) – p(D = 1) ≈ 0,755975 11



Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 269.



12 Si on note X la variable aléatoire qui compte le nombre de pneus montés dans le bon sens. X suit la loi binomiale de paramètres n = 15 et p = 0,5. p(A) = p(X = 0) ≈ 0 p(B) = p(X = 10) ≈ 0,0916 p(C) = p(X = 5) ≈ 0,0916 p(D) = p(X ⩾ 8) = 0,5



15 1. Oui, car on extrait successivement avec remise les 12 jetons. 2. Le nombre 12 × f est le nombre de jetons verts extraits. 3. a. On répète n = 12 fois de suite la même expérience aléatoire ayant 2 issues : vert ou pas vert, de façon indépendante. La probabilité d’extraire un 15 jeton vert est p = = 0,375. 40 b. E(X) = 12 × 0,375 = 4,5. 4. a. p(2 ⩽ X ⩽ 7) ≈ 0,932 b. p(1 ⩽ X ⩽ 7) ≈ 0,957 et p(2 ⩽ X ⩽ 8) ≈ 0,961. 5. a. Un intervalle de fluctuation de f au seuil de ⎡1 8⎤ 95 % est ⎢ ; ⎥ . ⎣ 12 12 ⎦ b. Non, car p(X ⩽ 0) < 0,025 < p(X ⩽ 1) et p(X ⩽ 7) < 0,975 < p(X ⩽ 8).



16 1. Pour un échantillon de grande taille n et une proportion p du caractère comprise entre 0,2 et 0,8, un intervalle de fluctuation au seuil de 95 % est ⎡ 1 1 ⎤ 2 ;p+ . ⎢p − ⎥ d’amplitude n n⎦ n ⎣ L’intervalle [0,43875 ; 0,50125] est d’amplitude 0,0625. 2 2 2 ≈ 0,1265 ; ≈ 0,0632 ; ≈0,0316 ; 250 1000 4000 la taille est d’environ 1000. 2. L’intervalle est centré sur la proportion p donc p = 0,47.
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Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 269.
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Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 269.



50 1 < , donc le prélèvement sans 1000 10 remise peut être assimilé à un tirage successif avec remise. On note X la variable aléatoire égale au nombre de dragées au chocolat dans un échantillon de taille 50. X suit la loi binomiale de paramètres n = 50 et p = 0,40. p(X ⩽ 12) ≈ 0,013 < 0,025 et p(X ⩽ 13) ≈ 0,028 > 0,025, donc a = 13. p(X ⩽ 26) ≈ 0,969 < 0,975 et p(X ⩽ 27) ≈ 0,984 > 0,975, donc b = 27.
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1.
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Un intervalle de fluctuation au seuil de 95 % de la fréquence de dragées au chocolat dans un échan⎡ 13 27 ⎤ tillon de taille 50 est ⎢ ; ⎥ = [0,26 ; 0,54]. ⎣ 50 50 ⎦ ⎡ 1 ⎤ 1 ;p+ 2. ⎢ p − ⎥ ≈ [0,258 ; 0,542] est une bonne n n⎦ ⎣ approximation de [0,26 ; 0,54]. 3. Il y a entre 13 et 27 dragées au chocolat parmi les 50, avec une probabilité d’au moins 0,95.



c. p(X < 3) est la probabilité d’obtenir moins de 3 succès parmi 7 tentatives. d. p(X ⩾ 0) est la probabilité d’obtenir aucun succès ou plus parmi 7 tentatives.



Restitution des connaissances ⎛ n⎞ p(X = 1) = ⎜ ⎟ × p × (1 − p)n −1 = n × p × (1 − p)n −1 ⎝1 ⎠



27
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Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 270.



⎛ n ⎞ p(X = n – 1) = ⎜ × p n −1 × (1 − p) = n × p n −1 × (1 − p) ⎝ n − 1⎟⎠
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Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 270.



p ( X = 1 = p ( X = n – 1 B n × p × (1 − p)n −1 = n × p n −1 × (1 − p)
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1. n > 30 et p = 0,54 est compris entre 0,2 et 0,8, donc un intervalle de fluctuation demandé est [0,5048 ; 0,5752]. 2. Quel que soit l’intervalle trouvé, il y a un risque non nul de se tromper. La gauche n’était pas sûre de gagner. 3. Le pourcentage 50,75 est bien dans l’intervalle trouvé. On peut remarquer que le résultat obtenu par la gauche est une valeur basse de l’intervalle.



Raisonnement logique 23 a. Faux. La probabilité est (1 – p)5. b. Vrai, car (1 – p) × (1– p) × (1– p) × p × p = p2 × (1 – p)3. c. Faux. La probabilité est ⎛ 5⎞ × p 2 × (1 − p)3 = 10p 2 (1 − p)3 . ⎝⎜ 2⎠⎟ d. Faux. Avec p = 0,1 : p(X = 2) = 0,0729 et p(X = 3) = 0,0081.
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a. Vrai. X suit la loi binomiale de paramètres 1 n = 3 et p = . 6 b. Faux. X ne prend pas la valeur 0. c. Vrai. X suit la loi binomiale de paramètres n = 3 et 1 p= . 3 d. Faux. X ne prend pas de valeurs numériques (paire ou impaire).



)



)



B(



n −2 2



p)



= pn



2



B1 – p = p B p = 0, 5



28



Le triangle de Pascal est 1 1 1 2 1 1 3 3 1 1 4 6 4 1 1 5 10 10 5 1 1 6 15 20 15 6 1



⎛ 6 ⎞ ⎛ 6 ⎞ Ainsi ⎜ ⎟ =⎜ ⎟ = 15. ⎝ 4 ⎠ ⎝ 2 ⎠



Se tester sur la loi binomiale et l’échantillonnage Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le manuel, p. 270.



Problèmes 38



1. Il y a 84 = 4096 grilles différentes. Il y a une seule grille gagnante donc la probabilité de gagner 1 1000 fois sa mise est égale à . 4096 2. La probabilité que les 3 premières cartes soient bonnes et qu’un autre trèfle sorte est égale à : 3



⎛ 1⎞ ⎛ 7⎞ × ⎜ ⎟ ≈ 0,0017. ⎝⎜ 8 ⎠⎟ ⎝ 8⎠ La probabilité d’avoir 3 bonnes cartes est donc égale 3



a. p(X ⩾ 1) b. p(X ⩽ 1) c. p(X ⩽ 5) d. p(X ⩽ 2)
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26 a. p(X ⩾ 5) est la probabilité d’obtenir au moins 5 succès parmi 7 tentatives. b. p(X ⩽ 5) est la probabilité d’obtenir au plus 5 succès parmi 7 tentatives. 118 • 8. Loi binomiale et échantillonnage



⎛ 1⎞ ⎛ 7⎞ 7 à: 4×⎜ ⎟ ×⎜ ⎟ = ≈ 0,0068. ⎝ 8⎠ ⎝ 8 ⎠ 1024 3. La probabilité d’avoir coché le bon pique et le 2



2



⎛ 1⎞ ⎛ 7⎞ bon cœur est égale à : ⎜ ⎟ × ⎜ ⎟ ≈ 0,01196. ⎝ 8⎠ ⎝ 8⎠ La probabilité d’avoir 2 bonnes cartes est donc égale 2



2



⎛ 4 ⎞ ⎛ 1⎞ ⎛ 7⎞ 147 à: ⎜ ⎟ × ⎜ ⎟ × ⎜⎝ 8 ⎟⎠ = 2048 ≈ 0,07178. ⎝ 2 ⎠ ⎝ 8⎠



4. L’espérance de gain est : 1 7 147 607 1000 × + 30 × +2× = ≈ 0,59 €. 4096 1024 2048 1024 Le jeu est défavorable au joueur. 5. Le jeu du tapis vert n’est pas un jeu de redistribution. Il y a un risque pour l’organisateur car les mises ne sont pas aléatoires.



39 NOTE Dans le spécimen et certains manuels, il faut en réalité lire le tableau suivant : Nb d’impacts Nb de zones



0 45



1 58



2 29



3 9



4 2



5 1



156 ≈ 1,08. 144 2. Il y a équiprobabilité entre les 144 zones donc la probabilité que la zone considérée soit touchée est 1 . 144 1 3. L’espérance est égale à 156 × ≈ 1,083. 144 4. Les probabilités de recevoir 0, 1, 2, 3, 4 ou 5 impacts sont données par le tableau suivant : 1. La moyenne des nombres d’impacts est :



0 1 2 3 4 5 ni pi 0,3372 0,3678 0,1994 0,0716 0,0191 0,0041 Elles deviennent ensuite très faibles après 5. Le nombre théorique de zones recevant 0, 1, …, 5 impacts est obtenu en multipliant les probabilités précédentes par 144, ce qui donne : 49, 53, 29, 10, 3, 1. Ces résultats sont proches des valeurs trouvées expérimentalement. On peut en conclure que les V1 tombaient au hasard sur ce quartier.



L’hypothèse d’1 % de flacons défectueux peut être rejetée avec un risque de moins de 5 % si on observe 3 flacons qui ne passent pas le test.



41 1. L’intervalle de fluctuation du nombre de réponses négatives est [3 ; 11]. L’intervalle de fluctuation de la fréquence est donc [0,15 ; 0,55]. 2. L’intervalle de fluctuation du nombre de réponses négatives est [13 ; 28]. L’intervalle de fluctuation de la fréquence est donc [0,203125 ; 0,4375]. 3. a. Si la fréquence des réponses négatives n’appartient pas à l’intervalle [0,15 ; 0,55] alors on affirmera que la proportion d’élèves ne jouant pas aux jeux vidéo en ligne n’est pas 32 % avec un risque inférieur à 5 % de se tromper. 9 b. = 0,45 appartient à [0,15 ; 0,55] donc on 20 accepte cette hypothèse au seuil 95 %. c. 45,3 % des 64 élèves interrogés affirment ne jamais jouer aux jeux vidéo en ligne. Ce pourcentage n’étant pas dans l’intervalle [0,203125 ; 0,4375] on peut rejeter l’hypothèse au risque de 5 % de se tromper. d. L’assistant d’éducation doit tenir compte des 64 réponses plutôt que des 20 premières car l’intervalle d’acceptation est plus précis. 42 NOTE Dans le spécimen et certains manuels, il faut lire que la probabilité de vaincre BLUT est égale 2 à . 5 1. a. 1 V 4 1 2



A
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1. Les probabilités sont données par le tableau suivant : 0 1 2 3 4 5 ei pi 0,6050 0,3056 0,0756 0,0122 0,0015 0,0001 2. La probabilité d’avoir un résultat inférieur ou égal à 1 est donc 0,9106. La probabilité d’avoir un résultat inférieur ou égal à 2 est donc 0,9862. 3. Si la production est juste acceptable les probabilités d’avoir 0, 1, …, 5 flacons défectueux sont données par le tableau ci-dessus. La probabilité d’avoir 1 flacon défectueux est 0,3056 ce qui est assez probable. 4. La probabilité d’avoir 3 flacons défectueux est 0,0122 ce qui est assez rare, aussi peut-on penser à une proportion de flacons défectueux supérieure à 1 %. De façon plus précise, d’après la question 2 on est sûr à plus de 95 % qu’on aura au plus 2 flacons défectueux.



1 2



3 4



2 5



V



B 3 5



b. p(V) = 0,5 × 0,25 + 0,5 × 0,4 = 0,325. 2. a. V 0,325 0,325 0,675



V



P 0,675



0,325



V



0,675



P



P



b. Dépense xi



1



2



3



p(X = xi)



0,325



0,219375



0,455625
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c. E(X) = 0,325 + 2 × 0,219375 + 3 × 0,455625 = 2,130625.
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1. a.



Compétente Non compétente Total



Réussite au test



Échec au test



0,85 × 0,8 = 0,68



0,15 × 0,8 = 0,12



0,8



0,2 × 0,2 = 0,04 0,72



0,2 × 0,8 = 0,16 0,28



0,2



Total



1



b. La probabilité que la personne réussisse le test est égale au total de la colonne « Réussite au test ». p( ) = 1 – p(R) = 0,28 que l’on retrouve dans le tableau. 2. a. La variable X suit la loi binomiale de paramètres n = 3 et p = 0,72. b. p(X = 3) = 0,723 = 0,373248. c. p(X = 2) = 0,435456.
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1. a.



0,7



S



0,3 0,1



S S



0,9



S



N



0,2



0,8



N



1. b. p(N ∩ S) = 0,7 × 0,2 = 0,14 1. c. p(tN ∩ S) = 0,1 × 0,8 = 0,08 et p(S) = 0,14 + 0,08 = 0,22. 2. a. 0



Dépense



45



125



170



0,8 × 0,9 0,8 × 0,1 0,3 × 0,2 0,14 Probabilité = 0,72 = 0,08 = 0,06 2. b. L’espérance est égale à 34,9 €. 3. 3 × 0,14 × 0,862 = 0,310632.
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1. 0,01



0,99



0,15



N



0,85 0,95



E N



0,05



E



M



M



2. a. 0,01 × 0,85 = 0,0085 b. 0,01 × 0,85 + 0,99 × 0,05 = 0,0085 + 0,0495 = 0,058 3. 1 – (1 – 0,058)5 ≈ 0,2583 4. L’espérance du coût pour un animal est égale à 7,3 €. Pour 2000 bêtes, le coût s’élèvera à 14 600 € en moyenne.
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46 1. Un lot est sain à la condition que les 10 prélèvements soient sains donc la probabilité qu’un lot soit sain est égale à 0,9810. La probabilité pour que le lot soit contaminé est 1 – 0,9810 ≈ 0,1829. 2. N suit une loi binomiale de paramètres 10 et 1 – 0,9810. 3. E(N) ≈ 1,829 4. On devra analyser les 10 lots et comme il y a en moyenne 0,1829 lots contaminés, il faudra 28,29 analyses en moyenne pour déterminer les prélèvements contaminés. 5. Si le laboratoire teste les prélèvements un par un, le coût de l’analyse sera 3200 euros. S’il fait des lots de 10, le coût moyen sera 28,29 × 32 ≈ 905 euros. 6. La probabilité pour qu’un lot soit contaminé est alors 1 – 0,910 ≈ 0,651. Le regroupement par lot de 10 conduit à analyser 10 lots puis en moyenne 65,1 prélèvements, soit au total 65,1 analyses. C’est beaucoup moins intéressant. Le coût de l’analyse est en moyenne 2083 euros. 47 1. a. Les tables de multiplication avec les entiers de 3 à 9. b. La variable C contient la réponse à une multiplication. c. La variable S compte le nombre de bonnes réponses. d. Il y a 20 multiplications proposées. e. Une même opération peut être proposée plusieurs fois. 2.a. La probabilité qu’aucune des 10 multiplications « problématiques » ne soit proposée est égale à 10 20 (1 – ) ≈ 0,0104. 49 b. On note X la variable aléatoire égale au nombre de multiplications « problématiques » parmi les 20 proposées. X suit la loi binomiale de paramètres 10 n = 20 et p = . 49 p(X ⩽ 0) ≈ 0,0104 < 0,025 et p(X ⩽ 1) ≈ 0,064 > 0,025, donc a = 1. p(X ⩽ 7) ≈ 0,964 < 0,975 et p(X ⩽ 8) ≈ 0,989 > 0,975, donc b = 8. Un intervalle de fluctuation au seuil de 95 % de f est ⎡ 1 8 ⎤ ⎢ 20 ; 20 ⎥ ≈ [0,05 ; 0,40]. ⎣ ⎦ c. C’est surprenant, car il a au moins 95 chances sur 100 d’en rencontrer entre 1 et 8. 3. On fait l’hypothèse suivante : Vân se trompe régulièrement sur 17 multiplications. On note Y la variable aléatoire égale au nombre de multiplications « problématiques » parmi les



20 proposées. Y suit la loi binomiale de paramètres 7 n = 20 et p = . 49 p(Y ⩽ 2) ≈ 0,013 < 0,025 et p(Y ⩽ 3) ≈ 0,047 > 0,025, donc a = 3. p(Y ⩽ 10) ≈ 0,95 < 0,975 et p(X ⩽ 11) ≈ 0,982 > 0,975, donc b = 11. 10 est compris entre 3 et 11 donc l’hypothèse émise par le professeur est acceptable au seuil de 95 %.



avoir au moins 5 en dehors de [0,82 ; 0,84] est égale à environ 0,0026 ce qui est fortement improbable.
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14



0,80 0,83 0,83



0,83 0,83 0,84



0,81 0,84 0,83



0,83 0,82 0,81



0,83 0,83 0,82



0,82 0,84 0,82



0,85 0,81



1. Qu’appelle-t-on individu, échantillon, population dans une telle enquête statistique ? 2. Déterminer les paramètres descriptifs de l’échantillon (médiane, quartiles, moyenne et écart type). 3. Le lot fabriqué doit vérifier la condition suivante : 95 % des comprimés ont une masse comprise entre 0,82 g et 0,84 g. La réalisation de la condition de fabrication est-elle acceptable pour ce lot ? 1. La population est le lot de comprimés fabriqués. Un individu est un comprimé du lot. Un échantillon est un prélèvement successif avec remise de comprimés du lot. 2. Le caractère étudié est la masse des comprimés, exprimée en grammes. Minimum = 0,80 Q1 = 0,82 Med = 0,83 Q3 = 0,83 Maximum = 0,85 Moyenne = 0,826 Écart-type = 0,012 3. Dans l’échantillon il y a 5 pilules en dehors de l’intervalle [0,82 ; 0,84]. Or le nombre de pilules en dehors de l’intervalle [0,82 ; 0,84] suit une loi binomiale de paramètres 20 et 0,05 et la probabilité d’en



32 27



8 17



2 600
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Traduction de l’énoncé Médicaments Pour étudier un lot de fabrication de comprimés (lot d’environ 15000 comprimés), on prélève au hasard 20 comprimés et on les pèse. On obtient les 20 valeurs suivantes (masses en grammes) :



1. a.



800



1 000 1 200 1 400 1 600 1 800 2 000 Durée de vie, en heures Med



b. La médiane appartient à l’intervalle [1000 ; 1200[. c. La moyenne = 1207 et l’écart type ≈ 268. d. La proportion p = 76 %. 2. a. p(X ⩾ 25) = 0,98 > 0,95 et p(X ⩾ 26) = 0,96 > 0,95 et p(X ⩾ 27) ≈ 0,92 < 0,95 donc k = 26. b. D’après ce qui précède, dans un échantillon de taille 40, la probabilité qu’il y ait au moins 26 tubes d’une durée de vie d’au moins 1000 h est d’au moins 0,95. c. On peut donc dire que la probabilité qu’il y ait au moins 65 % des tubes d’un carton d’une durée de vie d’au moins 1000 h est d’au moins 0,95 mais n’est pas égale à 1. L’affirmation de l’industriel est fausse.
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1. a. Le poids moyen = 250 g. 22 15 b. = 88 % pèsent 235 g ou plus. = 60 % 25 25 pèsent 250 g ou plus. Les deux conditions que s’impose le boulanger ne sont pas réalisées. 2. a. X suit la loi binomiale de paramètres n = 25 et p = 0,95. p(X ⩾ 21) = 0,993 > 0,95 et p(X ⩾ 22) = 0,966 > 0,95 et p(X ⩾ 23) ≈ 0,873 < 0,95 donc k = 22. b. Si le nombre de baguettes de 235 g ou plus est supérieur ou égal à 22, on accepte l’hypothèse sinon on la rejette au risque de 5 % de se tromper. 3. a. Y suit la loi binomiale de paramètres n = 25 et p = 0,75. p(Y ⩾ 14) = 0,989 > 0,95 et p(Y ⩾ 15) = 0,970 > 0,95 et p(Y ⩾ 16) ≈ 0,929 < 0,95 donc m = 15. b. Si le nombre de baguettes de 250 g ou plus est supérieur ou égal à 15, on accepte l’hypothèse sinon on la rejette au risque de 5 % de se tromper. 4. Les deux règles de décision sont réalisées. Le boulanger peut être satisfait.
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