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Short Description
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Parte I 1.1 Superficies Veremos ahora las integrales de superficie que es lo equivalente a una integral de línea siendo ahora la región de integración una superficie en lugar de una curva; estas integrales permiten estudiar mejor los campos vectoriales y se aplican para determinar la cantidad de “flujo” o de “flujo eléctrico” o de “flujo magnético” que pasa a través de una superficie en la dirección normal a la misma. Así como las integrales curvilíneas se calculan mediante integrales simples (unidimensionales), las integrales de superficie se reducen a integrales dobles (bidimensionales). Hay diversas maneras de expresar analíticamente una superficie 1. Mediante una representación explicita dada por una ecuación de la forma 𝑧 = 𝑓 (𝑥, 𝑦) [𝑦 = 𝑔(𝑥, 𝑧) 𝑜 𝑥 = ℎ(𝑦𝑧)]



donde f es una función definida en un



dominio D del plano xy con primeras derivadas continuas



𝜕𝑓 𝜕𝑥



,



𝜕𝑓 𝜕𝑦



.



2. Mediante una representación implícita en la cual se considera a una superficie como un conjunto de puntos (𝑥, 𝑦, 𝑧) que satisfacen una ecuación de la forma 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 donde F es una función copntinua en un dominio 𝑈 ⊂ ℝ3 y con derivadas continuas 𝐹𝑥, 𝐹𝑦 , 𝐹𝑧 . 3. Mediante una representación paramétrica o vectorial dando tres funciones 𝑥 = 𝑋 (𝑢, 𝑣 ), 𝑦 = 𝑌(𝑢, 𝑣 ), 𝑧 = 𝑍(𝑢, 𝑣 ) que expresan x, y, z en función de dos parámetros u y v. v



z p 𝑥 = 𝑋(𝑢, 𝑣) 𝑦 = 𝑌(𝑢, 𝑣) 𝑧 = 𝑍(𝑢, 𝑣)



D



u



x Prof. Humberto F. Valera Castro
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Aquí (𝑢, 𝑣 ) varía en un conjunto conexo bidimensional D en el plano uv . Dar estas tres ecuaciones es equivalente a dar una función vectorial definida en el dominio D del plano uv. 𝑟⃗(𝑢, 𝑣 ) = 𝑋 (𝑢, 𝑣 )𝑖̂ + 𝑌(𝑢, 𝑣 )𝑗̂ + 𝑍(𝑢, 𝑣 )𝑘̂ , (𝑢, 𝑣 ) ∈ 𝐷 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑟⃗(𝑢, 𝑣 ). Se supone La cual determina la posición de cada punto P de la superficie 0𝑃 además que las funciones componentes 𝑋 (𝑢, 𝑣 ), 𝑌(𝑢, 𝑣 ), 𝑍(𝑢, 𝑣 ) son continuas y con derivadas continuas. Estas condiciones se imponen a fin de que en los puntos de la superficie exista plano tangente y este varié continuamente. ♦



Ejemplo 1.1.1 1. Representación paramétrica de una esfera 𝑥 = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛𝜑 {𝑦 = 𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃𝑠𝑒𝑛𝜑 , 𝑧 = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜑



0 ≤ 𝜃 < 2𝜋 ,



0≤𝜑 0, ∃𝛿 > 0 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 |𝑓 (𝑧) − 𝑤0 | < 𝜖 𝑠𝑖𝑒𝑚𝑝𝑟𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝑧𝜖𝑁 𝑆𝑖 𝑙𝑖𝑚 𝑓 (𝑧) 𝑒𝑥𝑖𝑡𝑒 𝑒𝑠 ú𝑛𝑖𝑐𝑜. 𝑧→𝑧0



♦



2.7.1 Propiedades Si 𝑙𝑖𝑚 𝑓(𝑧) = 𝑤0 y 𝑙𝑖𝑚 𝑔(𝑧) = 𝑤1 entonces, 𝑧→𝑧0



𝑧→𝑧0



1. 𝑙𝑖𝑚 (𝑓 (𝑧) + 𝑔(𝑧)) = 𝑤0 + 𝑤1 𝑧→𝑧0



2. 𝑙𝑖𝑚 (𝑓 (𝑧)𝑔(𝑧)) = 𝑤0 𝑤1 𝑧→𝑧0



3. 𝑙𝑖𝑚



𝑓(𝑧)



𝑧→𝑧0 𝑔(𝑧)



=



𝑤0 𝑤1



, 𝑤1 ≠ 0 ♦



Teorema 2.7.1 Sea



𝑓 (𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣 (𝑥, 𝑦) la función de variable compleja. Sean 𝑧0 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0 ,



𝑤0 = 𝑢0 + 𝑖𝑣0 entonces 𝑙𝑖𝑚 𝑓 (𝑧) = 𝑤0



𝑧→𝑧0



Prof. Humberto F. Valera Castro
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Si y sólo si 𝑙𝑖𝑚



(𝑥,𝑦)→(𝑥0 ,𝑦0 )



𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑤0 𝑦



𝑙𝑖𝑚



(𝑥,𝑦)→(𝑥0 ,𝑦0 )



𝑣 (𝑥, 𝑦) = 𝑣0 ♦



Ejemplo 2.7.1 𝑧(𝑧 2 + (2 − 𝑖)𝑧 − 2𝑖) 𝐷𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑒 𝑠𝑖 𝑙𝑖𝑚 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑧→𝑖 𝑧−𝑖 ▲ 𝑧(𝑧 2 + (2 − 𝑖)𝑧 − 2𝑖) 𝑖 (𝑖 2 + (2 − 𝑖)𝑖 − 2𝑖) 0 𝑙𝑖𝑚 = = 𝑧→𝑖 𝑧−𝑖 𝑖−𝑖 0 𝑙𝑖𝑚 𝑧→𝑖



𝑧(𝑧 2 + (2 − 𝑖)𝑧 − 2𝑖) 𝑧(𝑧 + 2)(𝑧 − 𝑖) = 𝑙𝑖𝑚 = 𝑙𝑖𝑚 𝑧(𝑧 + 2) = 𝑖 (𝑖 + 2) = −1 + 2𝑖 𝑧→𝑖 𝑧→𝑖 𝑧−𝑖 𝑧−𝑖



Para demostrar esto, tomemos |𝑓 (𝑧) − (−1 + 2𝑖)| = |𝑧(𝑧 + 2) − (−1 + 2𝑖)| = |𝑧 2 + 2𝑧 + 1 − 2𝑖| = |(𝑧 2 + 1) + 2(𝑧 − 𝑖)| = |(𝑧 + 𝑖)(𝑧 − 𝑖) + 2(𝑧 − 𝑖)| = |(𝑧 − ��)(𝑧 + 𝑖 + 2)| < |𝑧 − 𝑖||𝑧 + 2 + 𝑖|, 𝑧 ≠ 𝑖 Como |𝑧 + 2 + 𝑖| ≤ |𝑧| + |2 + 𝑖| < |𝑧| + 3 Entonces |𝑓 (𝑧) − (−1 + 2𝑖)| < |𝑧 − 𝑖|(|𝑧| + 3) Si |𝑧 − 𝑖| < 1 ⟹ |𝑧| < 2 𝑦𝑎 𝑞𝑢𝑒 |𝑧| − |𝑖| ≤ |𝑧 − 𝑖| < 1 Por consiguiente, |𝑧 − 𝑖|(|𝑧| + 3) < 5|𝑧 − 𝑖| 𝑝𝑎𝑟𝑎 |𝑧 − 𝑖| < 1 Entonces |𝑧 − 𝑖|(|𝑧| + 3) < 5|𝑧 − 𝑖| < 𝜀 1



Tomando 𝛿 = 𝑚𝑖𝑛 (1, 𝜀), tenemos 5



|𝑓 (𝑧) − (−1 + 2𝑖)| < 𝜀 ̂𝛿 (𝑖). Para todo 𝑧𝜖𝑁



▄ Prof. Humberto F. Valera Castro
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Proposición 1 𝑓 (𝑧 ) =0 𝑧→∞ 𝑔(𝑧)



𝑆𝑖 𝑤0 ∈ ℂ , 𝑦 𝑙𝑖𝑚 𝑓 (𝑧) = 𝑤0 𝑦 𝑙𝑖𝑚 𝑔(𝑧) = ∞ 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑙𝑖𝑚 𝑧→∞



𝑧→∞



♦ Proposición 2 𝑓 (𝑧 ) =∞ 𝑧→𝑧0 𝑔 (𝑧)



𝑆𝑖 𝑤0 𝜖ℂ, 𝑤0 ≠ 0 𝑦 𝑙𝑖𝑚 𝑓 (𝑧) = 𝑤0 𝑦 𝑙𝑖𝑚 𝑔(𝑧) = ∞ 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑙𝑖𝑚 𝑧→𝑧0



𝑧→𝑧0



♦ Ejemplo 2.7.2 3𝑧 3 + 𝑧 2 − 𝑧 + 𝑖 𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑙𝑖𝑚 𝑧→∞ 2𝑧 3 + 𝑧 − 2 ▲ 1 1 𝑖 3+ − 2+ 3 3 3𝑧 3 + 𝑧 2 − 𝑧 + 𝑖 𝑧 𝑧 𝑧 = 𝑙𝑖𝑚 = 𝑙𝑖𝑚 3 1 2 𝑧→∞ 𝑧→∞ 2𝑧 + 𝑧 − 2 2 2+ 2− 3 𝑧 𝑧 ▄ Ejemplo 2.7.3 𝑧4 + 𝑧 − 𝑖 𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑙𝑖𝑚 𝑧→∞ 𝑧 2 − 1 ▲ 1 𝑖 𝑧2 + − 2 𝑧4 + 𝑧 − 𝑖 𝑧 𝑧 =∞ 𝑙𝑖𝑚 = 𝑙𝑖𝑚 1 𝑧→∞ 𝑧 2 − 1 𝑧→∞ 1− 2 𝑧 ▄ Ejemplo 2.7.4 𝑧2 𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑙𝑖𝑚 3 𝑧→∞ 𝑧 − 1 ▲ 1 𝑧2 𝑙𝑖𝑚 3 = 𝑙𝑖𝑚 𝑧 =0 𝑖 𝑧→∞ 𝑧 − 𝑖 𝑧→∞ 1− 3 𝑧 ▄ Prof. Humberto F. Valera Castro
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2.8 Continuidad Diremos que una función f de una variable compleja es continua en el punto 𝑧0 , si se cumple las siguientes condiciones 1. Existe 𝑓(𝑧0 ) 2. Existe 𝑙𝑖𝑚 𝑓 (𝑧) 𝑧→𝑧0



3. 𝑙𝑖𝑚 𝑓 (𝑧) = 𝑓 (𝑧0 ) 𝑧→𝑧0



Decimos, además, que si f es continua en un subconjunto S del plano complejo, si f es continua en todo S. ♦ Ejemplo 2.8.1 La función 𝑧 2 𝑠𝑖 𝑧 ≠ 𝑖 𝑓 (𝑧 ) = { 1



𝑠𝑖 𝑧 = 𝑖



No es continua en 𝑧0 = 𝑖, pues no se cumple la condición (3), ya que 𝑙𝑖𝑚 𝑓 (𝑧) = −1 ≠ 1 = 𝑓 (𝑖) 𝑧→𝑖



▄



Teorema 2.8.1 Sean 𝑓 (𝑧) 𝑦 𝑔(𝑧) dos funciones de variable compleja continuas en un domino D. Entonces 1. La función 𝑓 (𝑧) + 𝑔(𝑧) es continua en D 2. La función 𝑓 (𝑧)𝑔(𝑧) es continua en D 3. La función



𝑓(𝑧) 𝑔(𝑧)



es contini en 𝐷 − {𝑧 ∈ ℂ: 𝑔(𝑧) = 0} ♦



Prof. Humberto F. Valera Castro
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Teorema 2.8.2 Sean 𝑓 (𝑧) 𝑦 𝑔(𝑧) dos funciones de variable compleja continuas definidas respectivamente en los conjunto D y E, tales que 𝑓(𝐷 ) ⊂ 𝐸. Si f es continua en D y g es continua en 𝑓(𝐷 ), entonces ℎ = 𝑔(𝑓(𝑧)) es continua en D. ♦



Teorema 2.8.3 Sea 𝑓 (𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣 (𝑥, 𝑦) la función de variable compleja. Entonces f es contunua en 𝑧0 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0 si y solo si las funciones componentes, 𝑢(𝑥, 𝑦) 𝑦 𝑣 (𝑥, 𝑦) son continuas en(𝑥0 , 𝑦0 ). ♦ Ejemplo 2.8.2 Estudiemos la continuidad en 𝑧 = 1 de la función 𝑓(𝑧) = 2𝑥 + 𝑖𝑦 +



𝑥 − 𝑖𝑦 𝑥2 + 𝑦2



▲ Verifiquemos la continuidad de f de dos maneras Escribamos 𝑓 (𝑧) en función de z, para ello consideremos 𝑥=



𝑧 + 𝑧̅ 𝑧 − 𝑧̅ , 𝑦= 2 2𝑖



Sustituyendo en 𝑓 (𝑧) 𝑧 + 𝑧̅ 𝑧 − 𝑧̅ ( )−𝑖( ) 𝑧 + 𝑧̅ 𝑧 − 𝑧̅ 2 2𝑖 )+𝑖( )+ 𝑓 (𝑧 ) = 2 ( 2 2𝑖 𝑧 + 𝑧̅ 2 𝑧 − 𝑧̅ 2 ( ) +( ) 2 2𝑖 = 𝑧 + 𝑧̅ + Prof. Humberto F. Valera Castro



𝑧 − 𝑧̅ 𝑧̅ 3 1 1 + = 𝑧 + 𝑧̅ + 2 𝑧𝑧̅ 2 2 𝑧
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Entonces f es continua, ya que es la suma de funciones continuas. Otra manera 𝑓 (𝑧) = (2𝑥 +



𝑥 𝑦 ) (𝑦 ) + 𝑖 − 𝑥2 + 𝑦2 𝑥2 + 𝑦2



De donde se deduce 𝑢(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 +



𝑥 𝑦 ( ) , 𝑣 𝑥, 𝑦 = 𝑦 − 𝑥2 + 𝑦2 𝑥2 + 𝑦2



Como u y v están definidas en el punto (1,0) y además 𝑙𝑖𝑚



(𝑥,𝑦)→(1,0)



𝑢(𝑥, 𝑦) = 3 = 𝑢(1,0) 𝑦



𝑙𝑖𝑚



(𝑥,𝑦)→(1,0)



𝑣 (𝑥, 𝑦) = 0 = 𝑣 (1,0)



Podemos concluir que u v son continuas en el punto (1,0). Entonces por el teorema 2.8.3 f es contiuna en 𝑧 = 1 ▄



2.9 Derivadas de funciones complejas Consideremos un número complejo fijo 𝑧0 y una función 𝑓 (𝑧) definida en una vecindad de 𝑧0 , inclusive en el punto 𝑧0 . Decimos que 𝑓 (��) es derivable en z 0 , si existe el límite 𝑓 (𝑧) − 𝑓 (𝑧0 ) 𝑧→𝑧0 𝑧 − 𝑧0 𝑙𝑖𝑚



Al cual llamamos la primera derivada de 𝑓(𝑧) en el plano 𝑧0 y denotamos con el símbolo 𝑓´(𝑧0 ). Si hacemos ℎ = 𝑧 − 𝑧0 , el límite anterior se expresa entonces como 𝑓(𝑧0 + ℎ) − 𝑓 (𝑧0 ) ℎ→0 ℎ



𝑓´(𝑧0 ) = 𝑙𝑖𝑚



Prof. Humberto F. Valera Castro
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Si una función 𝑓 (𝑧) es derivable en todo punto de un subconjunto S del plano, decimos entonces que 𝑓 (𝑧) es derivable en S. En tal caso, observamos que la derivada puede ser considerada como una función que a todo z en S, hace corresponder el número complejo 𝑓´(𝑧). De acuerdo con esta observación, igual que en el caso de funciones de variable real, se define entonces la derivada segunda de una función 𝑓 (𝑧) de variable compleja, en un punto z, como la derivada primera de 𝑓´(𝑧) en ese punto. Es decir, 𝑓´´(𝑧) = (𝑓´(𝑧))´ Más generalmente, se define las derivadas sucesivas de 𝑓(𝑧) en un punto, mediante la fórmula 𝑓 (𝑛) (𝑧) = (𝑓 (𝑛−1) (𝑧)) ´ ; 𝑛 ≥ 2 En la cual 𝑓 (𝑛) (𝑧) expresa la derivada de orden n de la función 𝑓 (𝑧) ♦



Observación: La definición de derivada de una función de variable compleja, es similar a la derivada de una función de variable real. Como consecuencia de ello, en el caso de funciones de variables complejas se conservan las propiedades básicas de las derivadas de funciones de variable real. En particular se conserva la relación entre continuidad y derivabilidad de una función en un punto. Asimismo, continúan siendo válidas las reglas básicas para el cálculo de las derivadas de la suma, producto y cociente de funciones, e igualmente la regla de la cadena para el calcula de las derivadas de funciones compuestas. ♦



Prof. Humberto F. Valera Castro
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2.10 Reglas de derivación 1. (𝑓(𝑧) + 𝑔(𝑧))´ = 𝑓´(𝑧) + 𝑔´(𝑧) 2. (𝑓(𝑧)𝑔(𝑧))´ = 𝑓´(𝑧)𝑔(𝑧) + 𝑓 (𝑧)𝑔´(𝑧) 3.



𝑑 𝑓 (𝑧 ) 𝑓´(𝑧)𝑔(𝑧) − 𝑓 (𝑧)𝑔´(𝑧) ( )= 2 𝑑𝑧 𝑔(𝑧) (𝑔(𝑧))



4. Si la función 𝑔(𝑧) es derivable en el punto 𝑧0 y la función 𝑓 (𝑧)es derivable en el punto 𝑔(𝑧0 ) entonces la función compuesta (𝑓𝑜𝑔)´(𝑧) = 𝑓´(𝑔(𝑧0 ))𝑔´(𝑧0 ) ♦ Ejemplo 2.10.1 𝑧2 − 4 𝐷𝑎𝑑𝑎 𝑙𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑓(𝑧) = 2 , 𝑧 +𝑖



𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑓´(𝑖)



▲ 𝑓´(𝑧) =



(𝑧 2 − 4)´(𝑧 2 + 𝑖) − (𝑧 2 − 4)(𝑧 2 + 𝑖)´ 2𝑧(𝑧 2 + 𝑖) − (𝑧 2 − 4)2𝑧 2𝑧(4 + 𝑖) = = 2 (𝑧 2 + 𝑖 ) 2 (𝑧 2 + 𝑖 )2 (𝑧 + 𝑖 ) 2



Entonces, 𝑓´(𝑖) =



2𝑖 (4 + 𝑖) −2 + 8𝑖 = (𝑖 2 + 𝑖)2 (−1 + 𝑖)2 ▄



Ejemplo 2.10.2 𝐷𝑎𝑑𝑎 𝑙𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑓(𝑧) = (𝑧 3 − 𝑖)4 ,



𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑓´(𝑧)



▲ 𝑓´(𝑧) = 4(𝑧 3 − 𝑖)3 3𝑧 2 = 12𝑧 2 (𝑧 3 − 𝑖)3 ▄



Prof. Humberto F. Valera Castro



52



Matemáticas VI



2.11 Ecuación de Cauchy - Riemann En esta sección estudiaremos un criterio básico para estudiar la derivabilidad de las funciones de una variable compleja. Una condición necesaria para que una función 𝑓 (𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣 (𝑥, 𝑦) sea derivable en un punto 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 de un dominio D, es que existan las derivadas parciales de u y de v con respecto a x e y en D y satisfagan las ecuaciones de Cauchy – Riemann: 𝜕𝑢 𝜕𝑣 = , 𝜕𝑥 𝜕𝑦



𝜕𝑢 𝜕𝑣 =− 𝜕𝑦 𝜕𝑥



Además 𝑓´(𝑧) =



𝜕𝑢 𝜕𝑣 𝜕𝑣 𝜕𝑢 +𝑖 = −𝑖 𝜕𝑥 𝜕𝑥 𝜕𝑦 𝜕𝑦



Una condición suficiente para que una función 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣 (𝑥, 𝑦) sea derivable en un punto 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 de un dominio D es que las funciones parte real y parte imaginaria posean primeras derivadas parciales continuas en el punto (𝑥, 𝑦) y satisfagan las ecuaciones de Cauchy – Riemann ♦ Ejemplo 2.11.1 Consideremos la función 𝑓 (𝑧) = 𝑅�� 𝑧. Las partes real e imaginaria de 𝑓 (𝑧) son, respectivamente, las funciones 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ; 𝑣 (𝑥, 𝑦) = 0 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠



𝜕𝑢 𝜕𝑣 = 1, =0 𝜕𝑥 𝜕𝑦



Lo cual indica que las ecuaciones de Cauchy – Riemann no se satisfacen, entones la función 𝑓 (𝑧) = 𝑅𝑒 𝑧 no es derivable. ▄ Prof. Humberto F. Valera Castro
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Ejemplo 2.11.2 Sea la función 𝑓 (𝑧) = |𝑧|2 = 𝑥 2 + 𝑦 2 , entonces 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥 2 + 𝑦 2 ; 𝑣 (𝑥, 𝑦) = 0 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠



𝜕𝑢 𝜕𝑢 = 2𝑥, = 2𝑦, 𝜕𝑥 𝜕𝑦



𝜕𝑣 𝜕𝑣 = =0 𝜕𝑥 𝜕𝑦



Se deduce que las ecuaciones de Cauchy – Riemann se cumplen solamente si 𝑥 = 𝑦 = 0, por lo tanto la función dada no es derivable para los puntos 𝑧 ≠ 0. ▄ Ejemplo 2.11.3 Sea la función 𝑓 (𝑧) = 𝑧 2 = 𝑥 2 − 𝑦 2 + 2𝑥𝑦𝑖, entonces 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥 2 − 𝑦 2 ; 𝑣 (𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠



𝜕𝑢 𝜕𝑢 = 2𝑥, = −2𝑦, 𝜕𝑥 𝜕𝑦



𝜕𝑣 𝜕𝑣 = 2𝑦, = 2𝑥 𝜕𝑥 𝜕𝑦



Por lo tanto, la función es derivable en todo punto del plano Luego 𝑓´(𝑧) =



𝜕𝑢 𝜕𝑣 𝜕𝑣 𝜕𝑢 +𝑖 = −𝑖 = 2𝑥 + 2𝑦𝑖 = 2𝑧 𝜕𝑥 𝜕𝑥 𝜕𝑦 𝜕𝑦 ▄



2.12 Ecuación de Cauchy – Riemann en forma polar Supongamos una función 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣 (𝑥, 𝑦) derivable en un punto 𝑧 ≠ 0. Consideremos las ecuaciones de la transformación en coordenadas polares 𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃,



𝑦 = 𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃



Podemos escribir 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑒𝑛𝜃 ) = (𝑟, 𝜃) 𝑟 = √𝑥 2 + 𝑦 2 ;



𝑦 𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 ( ) 𝑥 Prof. Humberto F. Valera Castro
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𝑦 𝑦 𝑢(𝑟, 𝜃) = 𝑢 (√𝑥 2 + 𝑦 2 , 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 ( )) ; 𝑣 (𝑟, 𝜃 ) = 𝑣 (√𝑥 2 + 𝑦 2 , 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 ( )) 𝑥 𝑥 Calculemos las derivadas parciales de las funciones 𝑟(𝑥, 𝑦), 𝜃(𝑥, 𝑦) 𝜕𝑟 𝑥 𝜕𝑟 𝑦 𝜕𝜃 −𝑦 𝜕𝜃 𝑥 = ; = ; = 2 ; = 2 2 𝜕𝑥 √𝑥 2 + 𝑦 2 𝜕𝑦 √𝑥 2 + 𝑦 2 𝜕𝑥 𝑥 + 𝑦 𝜕𝑦 𝑥 + 𝑦 2 Entonces usando la regla de la cadena para funciones de dos variables reales, tenemos: 𝜕𝑢 𝜕𝑢 𝜕𝑟 𝜕𝑢 𝜕𝜃 (𝑥, 𝑦) = (𝑟, 𝜃) (𝑥, 𝑦) + (𝑟, 𝜃) (𝑥, 𝑦) 𝜕𝑥 𝜕𝑟 𝜕𝑥 𝜕𝜃 𝜕𝑥 =



𝜕𝑢 𝑥 𝜕𝑢 −𝑦 (𝑟, 𝜃) ( (𝑟, 𝜃) ( 2 )+ ) 𝜕𝑟 𝜕𝜃 𝑥 + 𝑦2 √𝑥 2 + 𝑦 2



=



𝜕𝑢 1 𝜕𝑢 (𝑟, 𝜃)𝑐𝑜𝑠𝜃 − (𝑟, 𝜃)𝑠𝑒𝑛𝜃 𝜕𝑟 𝑟 𝜕𝜃



De forma análoga, obtenemos: 𝜕𝑢 𝜕𝑢 1 𝜕𝑢 (𝑥, 𝑦) = (𝑟, 𝜃)𝑠𝑒𝑛𝜃 + (𝑟, 𝜃)𝑐𝑜𝑠𝜃 𝜕𝑦 𝜕𝑟 𝑟 𝜕𝑟 𝜕𝑣 𝜕𝑣 1 𝜕𝑣 (𝑥, 𝑦) = (𝑟, 𝜃)𝑐𝑜𝑠𝜃 − (𝑟, 𝜃)𝑠𝑒𝑛𝜃 𝜕𝑥 𝜕𝑟 𝑟 𝜕𝑟 𝜕𝑣 𝜕𝑣 1 𝜕𝑣 (𝑥, 𝑦) = (𝑟, 𝜃)𝑠𝑒𝑛𝜃 + (𝑟, 𝜃)𝑐𝑜𝑠𝜃 𝜕𝑦 𝜕𝑟 𝑟 𝜕𝑟 Como 𝑓(𝑧) es derivable en el punto z, son válidas las ecuaciones de Cauchy – Riemann, entonces 𝜕𝑢 𝜕𝑣 𝜕𝑢 𝜕𝑣 𝜕𝑢 1 𝜕𝑣 1 𝜕𝑢 𝜕𝑣 ] 𝑐𝑜𝑠𝜃 − [ = ⟹ − =0⟹[ − + ] 𝑠𝑒𝑛𝜃 = 0 𝜕𝑥 𝜕𝑦 𝜕𝑥 𝜕𝑦 𝜕𝑟 𝑟 𝜕𝜃 𝑟 𝜕𝜃 𝜕𝑟



… (1)



𝜕𝑢 𝜕𝑣 𝜕𝑢 𝜕𝑣 𝜕𝑢 1 𝜕𝑣 1 𝜕𝑢 𝜕𝑣 ] 𝑠𝑒𝑛𝜃 + [ =− ⟹ + =0⟹[ − + ] 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0 … (2) 𝜕𝑦 𝜕𝑥 𝜕𝑦 𝜕𝑥 𝜕𝑟 𝑟 𝜕𝜃 𝑟 𝜕𝜃 𝜕𝑟 Prof. Humberto F. Valera Castro
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Ahora bien, multiplicando por 𝑐𝑜𝑠𝜃 la ecuación (1) y por 𝑠𝑒𝑛𝜃 a la (2) y luego sumándolas tenemos: [



𝜕𝑢 1 𝜕𝑣 1 𝜕𝑢 𝜕𝑣 ] 𝑐𝑜𝑠 2 𝜃 − [ − + ] 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛𝜃 = 0 𝜕𝑟 𝑟 𝜕𝜃 𝑟 𝜕𝜃 𝜕𝑟 ⇒



[



𝜕𝑢 1 𝜕𝑣 1 𝜕𝑢 𝜕𝑣 ] 𝑠𝑒𝑛2 𝜃 + [ − + ] 𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0} 𝜕𝑟 𝑟 𝜕𝜃 𝑟 𝜕𝜃 𝜕𝑟



𝜕𝑢 1 𝜕𝑣 𝜕𝑢 1 𝜕𝑣 − =0⇒ = 𝜕𝑟 𝑟 𝜕𝜃 𝜕𝑟 𝑟 𝜕𝜃



Análogamente, multiplicando por (−𝑠𝑒𝑛𝜃 )  sen  la ecuación (1) y por 𝑐𝑜𝑠𝜃 la (2) se tiene: −[



𝜕𝑢 1 𝜕𝑣 1 𝜕𝑢 𝜕𝑣 ] 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛𝜃 + [ − + ] 𝑠𝑒𝑛2 𝜃 = 0 𝜕𝑟 𝑟 𝜕𝜃 𝑟 𝜕𝜃 𝜕𝑟 ⇒



[



𝜕𝑢 1 𝜕𝑣 1 𝜕𝑢 𝜕𝑣 ] 𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 + [ − + ] 𝑐𝑜𝑠 2 𝜃 = 0 } 𝜕𝑟 𝑟 𝜕𝜃 𝑟 𝜕𝜃 𝜕𝑟



1 𝜕𝑢 𝜕𝑣 𝜕𝑣 1 𝜕𝑢 + =0⇒ =− 𝑟 𝜕𝜃 𝜕𝑟 𝜕𝑟 𝑟 𝜕𝜃



Es decir 𝜕𝑢 1 𝜕𝑣 𝜕𝑣 1 𝜕𝑢 = ; =− 𝜕𝑟 𝑟 𝜕𝜃 𝜕𝑟 𝑟 𝜕𝜃 Que son las ecuaciones de Cauchy – Riemann en forma Polar Y además, 𝑓´(𝑧) = 𝑓´(𝑟, 𝜃 ) = (𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑖𝑠𝑒𝑛𝜃 ) [



𝜕𝑢 𝜕𝑣 1 𝜕𝑣 𝜕𝑢 + 𝑖 ] = (𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑖𝑠𝑒𝑛𝜃 ) [ − 𝑖 ] 𝜕𝑟 𝜕𝑟 𝑟 𝜕𝜃 𝜕𝜃 ♦



Ejemplo 2.12.1 Determine si la función 𝑔(𝑧) = 𝑔(𝑟𝑒 𝑖𝜃 ) = 𝑙𝑛𝑟 + 𝑖𝜃,



−



𝜋 𝜋 0 ▲ Como 𝑛 > 0 la función 𝑓 (𝑧) = 𝑧 𝑛 es entera, luego por el teorema de Cauchy-Goursat ∫ 𝑧 𝑛 𝑑𝑧 = 0 𝐶



Veamos que esto es cierto. Una parametrización de |𝑧| = 𝑟, 𝑐𝑜𝑛 𝑟 > 0 es 𝑧(𝑟) = 𝑟𝑒 𝑖𝑡 , Así, Prof. Humberto F. Valera Castro



0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋
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∫ 𝑧 𝑑𝑧 = ∫ (𝑟𝑒 𝐶



2𝜋



2𝜋 𝑖𝑡 )𝑛 (



𝑖𝑟𝑒



𝑖𝑡 )



𝑑𝑡 = 𝑖𝑟



𝑛+1



∫ 𝑒



0
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𝑖(𝑛+1)𝑡



𝑑𝑡 = 𝑖𝑟



0



𝑛+1



𝑒 𝑖(𝑛+1)𝑡 [ ] =0 𝑛+1 0



Luego se verifica el teorema de Cauchy-Goursat ▄



2.17.1 Extensión del Teorema de Cauchy-Goursat Sean 𝐶1 y 𝐶2 dos contornos cerrados simples, 𝐶2 completamente en el interior de 𝐶1 . Los puntos que son a la vez interiores a 𝐶1 y exteriores a 𝐶2 forman un dominio doblemente conexo.



Como consecuencia inmediata del teorema de Cauchy – Goursat obtenemos el siguiente resultado



Teorema 2.17.1 Si f es analítica en todos los puntos del dominio doblemente conexo determinado por los contornos 𝐶1 y 𝐶2 , incluyendo 𝐶1 y 𝐶2 , ambas orientados positivamente, entonces: ∫ 𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 = ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 𝐶1



𝐶2



♦ Prof. Humberto F. Valera Castro



70



Matemáticas VI



Ejemplo 2.17.1.1 En el ejemplo 2.16.2.1 obtuvimos: ∮ 𝐶



1 𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 𝑧



donde C es la circunferencia unitaria |𝑧| = 1 Como f z   1 es analítica para todo 𝑧 ≠ 0, aplicando el teorema obtenemos z



∮ 𝐶1



1 𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 𝑧



donde C es cualquier contorno que encierra a |𝑧| = 1 ▄ Otro resultado que vamos a establecer mediante un teorema es el siguiente: Teorema2.17.1.1 Sea C un contorno simple cerrado. Supongamos que cada uno de los contornos simples cerrados 𝐶1 , 𝐶2 , … , 𝐶𝑛 esta contenido en el interior de C pero es exterior a cualquier otro de estos contornos (los contornos 𝐶𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 no se intersectan). Entonces ∫ 𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 = ∫ 𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 + ∫ 𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 + ⋯ + ∫ 𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 𝐶



𝐶1



𝐶2



𝐶𝑛



Siempre y cuando f sea analítica en el interior y en la frontera de la región múltiplemente conexa formada por C como contorno exterior y 𝐶1 , 𝐶2 , … , 𝐶𝑛 como contornos interiores.



C



♦ Prof. Humberto F. Valera Castro
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2.18 Fórmula Integral de Cauchy Sea f una función analítica en todo el dominio D. sea C un contorno (orientado positivamente) cerrado simple en D cuyo interior está completamente contenido en D. Si 𝑧0 es un punto en el interior de C entonces 𝑓 (𝑧0 ) =



1 𝑓 (𝑧 ) ∮ 𝑑𝑧 2𝜋𝑖 𝐶 𝑧 − 𝑧0



Esta ecuación se conoce con el nombre de Fórmula integral de Cauchy ♦ A continuación estudiaremos algunas de las aplicaciones y consecuencias de la fórmula integral de Cauchy. I.



Cálculo de integrales definidas En las aplicaciones es ventajoso modificar ligeramente la fórmula integral de Cauchy, en vez de 𝑧0 escribiremos z y usaremos a s como variable compleja de integración: 𝑓 (𝑧 ) =



1 𝑓 (𝑠 ) ∮ 𝑑𝑠 2𝜋𝑖 𝐶 𝑠 − 𝑧 ♦



Ejemplo 2.18.1 Calcular ∮ 𝐶



𝑑𝑧 𝑧2 + 1



en donde C es cualquier contorno simple cerrado que contiene a 𝑧 = 𝑖 pero no a 𝑧 = −𝑖 ▲



Prof. Humberto F. Valera Castro
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Escribamos ∮ 𝐶



𝑑𝑠 𝑑𝑠 ∮ = 𝑠2 + 1 𝐶 (𝑠 + 𝑖 )(𝑠 − 𝑖 )



Ahora bien, si 𝑓 (𝑠 ) =



1 𝑦 𝑧 = 𝑖, 𝑠+𝑖



Tenemos que 1 𝑓 (𝑠 ) 𝑑𝑠 2𝜋𝑖𝑓 (𝑧) = ∮ 𝑑𝑠 = ∮ = ∮ 𝑠 + 𝑖 𝑑𝑠 ( )( ) 𝑠 − 𝑧 𝑠 + 𝑖 𝑠 + 𝑖 𝐶 𝐶 𝐶 𝑠−𝑖 Por lo tanto, el valor de la integral con 𝑧 = 𝑖 es 1 2𝜋𝑖𝑓 (𝑖) = 2𝜋𝑖 ( ) = 𝜋 2𝑖 Si C encierra a 𝑧 = −𝑖 pero no a 𝑧 = 𝑖, Tenemos que 𝑓 (𝑠 ) =



1 𝑦 𝑧 = −𝑖, 𝑠−𝑖



Luego 2𝜋𝑖𝑓 (−𝑖) = 2𝜋𝑖 (



Prof. Humberto F. Valera Castro



1 ) = −𝜋 −2𝑖
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Si C encierra a 𝑧 = 𝑖 y a 𝑧 = −𝑖 y



i



0



x



-i



Entonces tenemos, ∮ 𝐶



𝑑𝑠 𝑑𝑠 𝑑𝑠 =∮ 2 +∮ 2 +1 𝐶1 𝑠 + 1 𝐶2 𝑠 + 1



𝑠2



Las integrales del segundo miembro surgen respectivamente de los casos anteriores, entonces ∮ 𝐶



𝑑𝑠 =𝜋−𝜋 =0 +1



𝑠2



▄ Ejemplo 2.18.2 Calcular ∮ 𝐶



𝑠𝑑𝑠 (9 − 𝑠 2 )(𝑠 + 𝑖)



en donde C es la circunferencia definida por |𝑧| = 2 ▲ Definamos 𝑓 (𝑠 ) =



𝑠 9 − 𝑠2



Prof. Humberto F. Valera Castro
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que es analítica en el contorno C y en el interior de C , aplicando la fórmula integral de Cauchy para 𝑧 = −𝑖 (−𝑖 está en el interior de C) ∮ 𝐶



𝑠𝑑𝑠 −𝑖 𝜋 ( ) ( ) = 2𝜋𝑖𝑓 −𝑖 = 2𝜋𝑖 = (9 − 𝑠 2 )(𝑠 + 𝑖) 9+1 5 ▄



II.



Fórmulas integrales para derivadas de funciones analíticas Podemos obtener una fórmula para la derivada 𝑓´(𝑧) derivando la integral en la fórmula integral de Cauchy 𝑓 (𝑧 ) =



1 𝑓 (𝑠 ) ∮ 𝑑𝑠 2𝜋𝑖 𝐶 𝑠 − 𝑧



Con respecto a z. Así 𝑓´(𝑧) =



1 𝑓 (𝑠 ) ∮ 𝑑𝑠 2𝜋𝑖 𝐶 (𝑠 − 𝑧)2



Derivando de nuevo con respecto a z, se tiene: 𝑓´´(𝑧) =



2 𝑓 (𝑠 ) ∮ 𝑑𝑠 2𝜋𝑖 𝐶 (𝑠 − 𝑧)3



𝑓´´´(𝑧) =



6 𝑓 (𝑠 ) ∮ 𝑑𝑠 2𝜋𝑖 𝐶 (𝑠 − 𝑧)4



En general la derivada de orden n de 𝑓 (𝑧) se puede obtener la fórmula: 𝑓 (𝑛) (𝑧) =



𝑛! 𝑓 (𝑠 ) ∮ 𝑑𝑠 2𝜋𝑖 𝐶 (𝑠 − 𝑧)𝑛+1 ♦
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La fórmula de Cauchy nos muestra que si tenemos una función analítica con derivada continua en una región D entonces existen las derivadas de todos los órdenes de dicha función en D. Es decir, que si 𝑓 (𝑧) es analítica existen todas sus derivadas 𝑓´(𝑧), 𝑓´´(𝑧), … , 𝑓 (𝑛) (𝑧), … Y son analíticas. Teorema 2.18.1 (Desigualdad de Cauchy) Sea C una circunferencia con centro en a y radio r. Sea 𝑓 (𝑧) una función analítica en un conjunto D que coniene a C y a su interior. Entonces |𝑓 (𝑛) (𝑧)| ≤



𝑀𝑛! 𝑐𝑜𝑛 𝑛 = 0,1,2, … 𝑟𝑛



Suponiendo que f es acotada y |𝑓 (𝑧)| ≤ 𝑀 en C. Demostración: Parametrizamos la curva C por 𝑧 = 𝑧(𝑡 ) = 𝑎 + 𝑟𝑒 𝑖𝑡 𝑐𝑜𝑛 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋. Usando la fórmula integral para derivadas encontramos que |𝑓 (𝑛) (𝑧)| ≤



|𝑓 (𝑠)| 𝑛! 𝑛! 𝑀 𝑀𝑛! 𝑀𝑛! ( ) ∮ ∮ 𝑑𝑠 ≤ 𝑑𝑠 ≤ 2𝜋𝑟 ≤ 2𝜋𝑖 𝐶 |𝑠 − 𝑧|𝑛+1 2𝜋𝑖 𝐶 𝑟 𝑛+1 2𝜋𝑖𝑟 𝑛+1 𝑟𝑛 ♦



Teorema 2.18.2 (Liouville) Sea f una función analítica en todo el planoℂ. Si f es acotada entonces f es constante. ♦ Definición 2.18.1 Una función analítica en todo el plano ℂ se dice función entera ♦
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Ejemplo 2.18.2 Hallar el valor de la integral ∮ |𝑧−𝑖|=2



(𝑧 2



𝑑𝑧 + 4 )2



▲ Factorizando el integrando



(𝑧 2



1 1 = 2 2 (𝑧 − 2𝑖) (𝑧 + 2𝑖)2 + 4)



Tomando 𝑓 (𝑠 ) =



1 𝑦 𝑧 = 2𝑖, (𝑧 + 2𝑖)2



Entonces 𝑓´(2𝑖) =



1 𝑓 (𝑠 ) 1 𝑑𝑧 ∮ ∮ 𝑑𝑠 = 2𝜋𝑖 𝐶 (𝑠 − 𝑧)2 2𝜋𝑖 |𝑧−𝑖|=2 (𝑧 2 + 4)2



Así como 𝑓´(𝑠) = −



2 2 1 ⇒ 𝑓´(2𝑖) = − = 3 3 (𝑧 + 2𝑖) (4𝑖) 32𝑖



Entonces ∮ |𝑧−𝑖|=2



(𝑧 2



𝑑𝑧 1 𝜋 = 2𝜋𝑖 ( ) = 2 + 4) 32𝑖 16 ▄
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2.19 Series de Taylor y Laurent 2.19.1 Funciones representadas por series de potencias Si una serie ∞



∑ 𝑏𝑛 (𝑧 − 𝑎)𝑛 𝑛=0



tiene radio de convergencia 𝑅 > 0, entonces la suma de esta serie es una función de z, es decir, ∞



𝑓(𝑧) = ∑ 𝑏𝑛 (𝑧 − 𝑎)𝑛 , |𝑧 − 𝑎| < 𝑅 𝑛=0



Decimos entonces que 𝑓(𝑧) esta representada por esta serie de potencia o desarrollada en serie de potencias alrededor del punto 𝑧 = 𝑎. La importancia de considerar funciones representables por series de potencias se pondrá de manifiesto por estos resultados que enunciaremos sin demostración: 1. Si dos series de potencias ∞



∞



∑ 𝑏𝑛 𝑧𝑛 𝑦 ∑ 𝑐𝑛 𝑧𝑛 𝑛=0



𝑛=0



convergen para |𝑧| < 𝑅, con 𝑅 > 0, si ∞



∞



∑ 𝑏𝑛 𝑧𝑛 = 𝑓 (𝑧) ; ∑ 𝑐𝑛 𝑧𝑛 = 𝑔(𝑧) 𝑛=0



𝑛=0



y 𝑓(𝑧) = 𝑔(𝑧) 𝑝𝑎𝑟𝑎 |𝑧| < 𝑅 entonces las series son iguales. Tenemos entonces que si una función es desarrollable en serie alrededor de un punto, este desarrollo es único. 𝑛 2. Si ∑∞ 𝑛=0 𝑏𝑛 𝑧 es una serie con radio de convergencia 𝑅 > 0, entonces la serie puede



derivarse e integrarse término a término y la serie así obtenida tiene el mismo radio de convergencia 𝑅 > 0, es decir, Prof. Humberto F. Valera Castro
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∞



𝑠𝑖 𝑓 (𝑧) = ∑ 𝑏𝑛 𝑧𝑛 , |𝑧| < 𝑅 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑓´(𝑧) = ∑ 𝑛𝑏𝑛 𝑧𝑛−1 , |𝑧| < 𝑅 𝑛=0



𝑛=1



∞



∞ 𝑛



𝑠𝑖 𝑓 (𝑧) = ∑ 𝑏𝑛 𝑧 , |𝑧| < 𝑅 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 ∫ 𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 = ∑ 𝑛=0



𝑛=0



𝑏𝑛 𝑛+1 𝑧 , |𝑧| < 𝑅 𝑛+1 ♦



Veremos ahora que toda función analítica es representable en serie de potencias, esta representación es llamada serie de Taylor y es muy parecida a las series de Taylor reales.



2.19.2 Serie de Taylor Si f es analítica en un dominio D, entonces f es diferenciable tantas veces como queramos en D. Si 𝑧0 ∈ 𝐷, entonces 𝑓´´(𝑧0 ) 𝑓 (𝑛) (𝑧0 ) 2 (𝑧 − 𝑧0 ) + ⋯ + (𝑧 − 𝑧0 )𝑛 + ⋯ 𝑓 (𝑧) = 𝑓 (𝑧0 ) + 𝑓´(𝑧0 )(𝑧 − 𝑧0 ) + 2! 𝑛! para |𝑧 − 𝑧0 | < 𝑅. Es decir, ∞



𝑓 (𝑧) = ∑ 𝑏𝑛 (𝑧 − 𝑧0 )𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎 |𝑧 − 𝑧0 | < 𝑅 𝑛=0



𝑓 (𝑛) (𝑧0 ) 𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑏𝑛 = 𝑛! ♦
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Ejemplo 2.19.2.1 La función 𝑓 (𝑧) = 𝑙𝑛 𝑧 es analítica en el plano. El mayor disco abierto de centro 𝑧0 = 1 en el plano es |𝑧 − 1| < 1 Ahora bien, 𝑓´(𝑧) =



1 , 𝑧



𝑓´´(𝑧) = −



1 2 ( ) , 𝑓´´´ 𝑧 = ,… , 𝑧2 𝑧3



𝑓



(𝑛)



(𝑧 ) =



(−1)𝑛+1 (𝑛 − 1)! 𝑧𝑛



Entonces (𝑧 − 1)2 2(𝑧 − 1)3 (−1)𝑛+1 (𝑛 − 1)! (𝑧 − 1)𝑛 𝑙𝑛 𝑧 = (𝑧 − 1) − + +⋯+ + ⋯ , |𝑧 − 1| < 1 2 6 𝑛! (𝑧 − 1)2 (𝑧 − 1 )3 (−1)𝑛+1 (𝑧 − 1)𝑛 = (𝑧 − 1) − + + ⋯+ +⋯ 2 3 𝑛 ▄



Ejemplo 2.19.2.2 Comprobar cada uno de los siguientes desarrollos de Taylor ∞ 𝑧



1. 𝑒 = ∑ 𝑛=0



1 𝑛 𝑧 , |𝑧| < ∞ 𝑛! ∞



(−1)𝑛 𝑧 2𝑛 2. 𝑠𝑒𝑛 𝑧 = ∑ , |𝑧| < ∞ (2𝑛 + 1)! 𝑛=0 ∞



1 3. = ∑ 𝑧 𝑛 , |𝑧| < ∞ 1−𝑧 𝑛=0 ∞



1 4. = ∑(−1)𝑛 𝑧 𝑛 , |𝑧| < 1 1+𝑧 𝑛=0



∞



1 5. = ∑(−1)𝑛 (𝑧 − 1)𝑛 , |𝑧 − 1| < 1 𝑧 𝑛=0
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1 1 6. = ∑ [(−1)𝑛 + 2−(𝑛+1) ](𝑧 − 1)𝑛 , |𝑧 − 1| < 1 𝑧 (3 − 𝑧 ) 3 𝑛=0



▲ 1. Se tiene que 𝑓 (𝑧) = 𝑒 𝑧 es una función entera y 𝑓 (𝑛) (𝑧) = 𝑒 𝑧 Entonces ∞



𝑒𝑧 = ∑ 𝑛=0



1 𝑛 𝑧 , |𝑧| < ∞ 𝑛!



2. Se tiene que 𝑓 (𝑧) = 𝑠𝑒𝑛 𝑧 es una función entera, además 𝑒 𝑖𝑧 − 𝑒 −𝑖𝑧 𝑠𝑒𝑛 𝑧 = 2𝑖 De esta forma utilizando el desarrollo de 𝑒 𝑧 , podemos escribir ∞



∞



∞



𝑛=0



𝑛=0



𝑛=0



𝑒 𝑖𝑧 − 𝑒 −𝑖𝑧 1 1 1 1 1 𝑠𝑒𝑛 𝑧 = = [∑ (𝑖𝑧)𝑛 − ∑ (−𝑖𝑧)𝑛 ] = ∑ [𝑖 𝑛 − (−𝑖)𝑛 ]𝑧 𝑛 2 2𝑖 𝑛! 𝑛! 2𝑖 𝑛! Ahora bien, 0 𝑛



𝑖 − (−𝑖



)𝑛



𝑠𝑖 𝑛 𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟



={ 2𝑖 (−1)𝑚 𝑠𝑖 𝑛 = 2𝑚 + 1 𝑒𝑠 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟



Entonces ∞



𝑠𝑒𝑛 𝑧 = ∑ 𝑛=0



3. 𝑓 (𝑧) =



1 1−𝑧



de 𝑓 (𝑧) =



(−1)𝑛 𝑧 2𝑛+1 |𝑧| < ∞ (2𝑛 + 1)!



es analítica en todo 𝑧 ∈ ℂ 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑧 ≠ 1. Entonces el desarrollo de Mclaurin 1



1−𝑧



es válido para todo |𝑧| < 1



Ahora bien, 𝑓 (𝑛) (𝑧) = Entonces Prof. Humberto F. Valera Castro
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1 𝑓 (𝑛) (0) 𝑛 =∑ 𝑧 = ∑ 𝑧 𝑛 , |𝑧 < 1| 1−𝑧 𝑛! 4. Se tiene que 𝑓 (𝑧) =



1 1+𝑧



es analítica en todo 𝑧 ∈ ℂ 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑧 ≠ −1. Entonces ∞



∞



𝑛=0



𝑛=0



1 1 = = ∑(−𝑧)𝑛 = ∑(−1)𝑛 𝑧 𝑛 , |𝑧 < 1| ( ) 1 + 𝑧 1 − −𝑧 5. De forma análoga tenemos que ∞



1 1 = = ∑(−1)𝑛 (𝑧 − 1)𝑛 , |𝑧 − 1| < 1 𝑧 1 + (𝑧 − 1) 𝑛=0



6. Usando fracciones simples tenemos que 1⁄ − 1⁄3 1 1 1 1 1 3 )− ( ) = + = ( 𝑧 (3 − 𝑧 ) 𝑧 𝑧 − 3 3 1 + (𝑧 − 1) 3 (𝑧 − 1) − 2 1 1 1 1 )+ . ( = ( 3 1 + (𝑧 − 1) 3 2



1 ) (𝑧 − 1) 1− 2



∞



∞



𝑛=0



𝑛=0



(𝑧 − 1)𝑛 1 1 1 𝑛 𝑛 = ∑(−1) (𝑧 − 1) + . ∑ 3 3 2 2𝑛 ∞



∞



𝑛=0



𝑛=0



1 1 = ∑(−1)𝑛 (𝑧 − 1)𝑛 + ∑ 2−(𝑛+1) (𝑧 − 1)𝑛 3 3 ∞



1 = ∑[(−1)𝑛 + 2−(𝑛+1) ](𝑧 − 1)𝑛 , |𝑧 − 1| < 1 3 𝑛=0



▄
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2.19.3 Serie de Laurent Ya hemos visto que una función f analítica en una vecindad de un punto 𝑧 = 𝑧0 admite una representación en serie de potencias alrededor de ese punto de la forma ∞



𝑓 (𝑧) = ∑ 𝑏𝑛 (𝑧 − 𝑧0 )𝑛 ,



|𝑧 − 𝑧0 | < 𝑅



𝑛=0



donde el radio de convergencia R puede ser eventualmente infinito; este resultado no es entonces aplicable a una función f respecto al punto 𝑧 = 𝑧0 en donde ella no sea analítica, tenemos sin embargo, un resultado similar, donde consideramos funciones analíticas ya no en un disco abierto de la forma |𝑧 − 𝑧0 | < 𝑅 sino en un anillo, esto es, una región definida por Y



0 ≤ 𝑟1 < |𝑧 − 𝑧0 | < 𝑟2



0



x



♦ Ejemplo 2.19.3.1 𝑒𝑧 𝐿𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑓 (𝑧) = 𝑘 𝑒𝑠 𝑎𝑛𝑎𝑙í𝑡𝑖𝑐𝑎 𝑒𝑛 0 < |𝑧|, 𝑒 𝑑𝑒𝑐𝑖𝑟, 𝑒𝑛 ℂ − {0} 𝑒𝑛 𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑧



𝑟1 = 0 𝑦 𝑟2 = ∞
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Ejemplo 2.19.3.2 𝑓 (𝑧 ) =



1 𝑒𝑠 𝑎𝑛𝑎𝑙í𝑡𝑖𝑐𝑎 𝑒𝑛 0 < |𝑧| < 1 𝑧 (𝑧 − 1) y



También podemos considerar para esta función, cuyas singularidades están en 𝑧 = 0 𝑦 𝑧 = 1 el anillo



1 2



1



< |𝑧 − | 2



1



1



1/2



x



▄ Ejemplo 2.19.3.3 𝑓 (𝑧 ) =



1 1 3 3 𝑒𝑠 𝑎𝑛𝑎𝑙í𝑡𝑖𝑐𝑎 𝑒𝑛 < |𝑧 − | < 𝑧(𝑧 − 1)(𝑧 − 2) 2 2 2



𝑜 𝑡𝑎𝑚𝑏𝑖𝑒𝑛 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑎𝑛𝑖𝑙𝑙𝑜 1 < |𝑧| < 2
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y



y



1



1



▄ Como veremos en estos anillos la función f admite desarrollo en serie de potencias, donde a diferencia del desarrollo de Taylor, admitimos exponentes negativos, es decir, desarrollos de la forma: + ⋯ + 𝑏2 (𝑧 − 𝑧0 )2 + 𝑏1 (𝑧 − 𝑧0 ) + 𝑏0 + 𝑐1 (𝑧 − 𝑧0 )−1 + 𝑐2 (𝑧 − 𝑧0 )−2 + ⋯ Que denotamos por ∞



∞



∑ 𝑏𝑛 (𝑧 − 𝑧0 )𝑛 + ∑ 𝑛=0



𝑛=1



𝑐𝑛 (𝑧 − 𝑧0 )𝑛



Este desarrollo en serie, llamado serie de Laurent de la función f, depende del anillo en que se considere la función y es únicamente determinado en un anillo dado.



2.19.4 Teorema de Laurent Si f es analítica en el anillo definido por 𝑟1 < |𝑧 − 𝑧0 | < 𝑟2 entonces, 𝑓 (𝑧) puede escribirse como ∞



∞



𝑓 (𝑧) = ∑ 𝑏𝑛 (𝑧 − 𝑧0 )𝑛 + ∑ 𝑛=0



𝑛=1



𝑐𝑛 (𝑧 − 𝑧0 )𝑛



Estas series convergen uniformemente en el anillo 𝑟1 < |𝑧 − 𝑧0 | < 𝑟2 y los coeficientes son dados por 𝑏𝑛 =



1 𝑓 (𝑤 ) 1 ∮ ∮ 𝑓 (𝑤)(𝑤 − 𝑧0 )𝑛−1 𝑑𝑤 𝑑𝑤 , 𝑐𝑛 = 𝑛+1 2𝜋𝑖 𝑐 (𝑤 − 𝑧0 ) 2𝜋𝑖 𝑐
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donde la integración se toma en sentido antihorario sobre un contorno simple cerrado C contenido en el anillo y



0



x



♦ Ejemplo 2.19.4.1 Desarrollemos la función 𝑓 (𝑧 ) =



1 𝑧 (𝑧 − 1)



en distintas regiones anulares; 𝑓 (𝑧) es singular en 𝑧 = 0 𝑦 𝑧 = 1 lo cual nos sugiere varios casos a. 0 < |𝑧| < 1 y



0



1



x



1 1 1 1 1 ) = (1 + 𝑧 + 𝑧 2 + 𝑧 3 + ⋯ + ) = − − 1 − 𝑧 − 𝑧 2 − ⋯ =− ( 𝑧 (𝑧 − 1) 𝑧 1−𝑧 𝑧 𝑧 ▄
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b. 1 < |𝑧|



1 1 1 1 1 1 1 1 1 ) = 2 (1 + + 2 + ⋯ +) = 2 + 3 + 4 + ⋯ + = 2( 𝑧 (𝑧 − 1) 𝑧 1 − 1 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 ▄ c. 0 < |𝑧 − 1| < 1 y



1



1 1 1 1 (1 − (𝑧 − 1) + (𝑧 − 1)2 − (𝑧 − 1)3 + ⋯ + ) ( )= = 𝑧 (𝑧 − 1) 𝑧 − 1 1 + (𝑧 − 1) 𝑧−1 =



1 − 1 + (𝑧 − 1) − (𝑧 − 1)2 + (𝑧 − 1)3 + ⋯ + 𝑧−1 ▄



d. 1 < |𝑧 − 1| y



1
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1 1 1 1 1 1 ( )= (1 + = + + ⋯ +) 2 2 (𝑧 − 1) 𝑧 (𝑧 − 1) (𝑧 − 1) 1 − 1 𝑧 − 1 (𝑧 − 1)2 𝑧−1 =



1 1 1 + + + ⋯+ 2 3 ( 𝑧 − 1) (𝑧 − 1) (𝑧 − 1)4 ▄



e.



1 2



1



< |𝑧 − | 2



y



1/2



1 = 𝑧 (𝑧 − 1)



1



1



1 (𝑧 − ) 2



2



1



1 1 2 1+ 1+ 2 1 1 𝑧 − )( 𝑧− ) ( 2 2



=



1 2 1 2 1 ( ) ( ) 1 2 2 2 (1 − = + + ⋯ +) (1 − + + ⋯ +) 1 1 1 2 1 2 1 2 𝑧 − 𝑧 − (𝑧 − ) 2 (𝑧 − 2) 2 (𝑧 − 2) 2 1 2



1 2 1 4 ( ) ( ) 1 2 2 (1 = + + + ⋯ +) 2 2 1 4 1 1 (𝑧 − ) (𝑧 − ) (𝑧 − ) 2 2 2 =



1 1 (𝑧 − ) 2



2



+



1 1 22 (𝑧 − ) 2



4



+



1 1 6 4 2 (𝑧 − ) 2



+ ⋯+



▄
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2.20 Método de los Residuos 2.20.1 Ceros de una función Definición 2.20.1 Si una función f es analítica en un dominio D y 𝑓 (𝑎) = 0 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎 ∈ 𝐷 decimos que a es un cero de f o que 𝑓(𝑧) tiene un cero en 𝑧 = 𝑎. ♦ Definición 2.20.2 Si 𝑓 (𝑎) = 𝑓´(𝑎) = ⋯ = 𝑓 (𝑛−1) (𝑎) = 0 𝑦 𝑓 (𝑛) (𝑎) ≠ 0 decisimos que a es un cero de orden n de f o que f tiene un cero de orden n en 𝑧 = 𝑎. Lo ceros de orden 1, es decir, cuando 𝑓 (𝑎) = 0, 𝑓´(𝑎) ≠ 0 se llaman también ceros simples. Generalizando el estudio de comportamiento local de las funciones al plano extendido, 1



diremos que una función f tiene un cero de orden n en el infinito si la función 𝑓 ( ) tiene un 𝑧



cero de orden n en 𝑧 = 0. ♦ Ejemplo 2.20.1 1. 𝑓 (𝑧) = (𝑧 − 𝑎)𝑚 tiene un cero de orden m en 𝑧 = 𝑎 2. 𝑓 (𝑧) = 𝑠𝑒𝑛 𝑧 tiene un ceros simples en 𝑧 = 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ 3. 𝑓 (𝑧) =



1 𝑧−1



tiene un cero simple en infinito



4. 𝑓 (𝑧) = 𝑒 𝑧 no tiene ceros en todo el plano extendido 5. 𝑓 (𝑧) =



𝑠𝑒𝑛 𝑧 𝑧−𝜋



tiene ceros simples en 𝑧 = 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ − {1} ▄
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Definición 2.20.3 Un punto 𝑎 ∈ 𝑆 es llamado punto aislado de S, si existe una vecindad de a que no contiene otros puntos de S. ♦ Definición 2.20.4 Un punto 𝑏 ∈ 𝑆 es llamado punto de acumulación de S, si cualquier vecindad de b contiene puntos de S distintos de b. ♦ Ejemplo 2.20.3 a. Si 𝑆 = {1,2,3, … } ⊂ ℂ todo punto de S es aislado y S no tiene puntos de acumulación en ℂ 𝑖



b. 𝑆 = { : 𝑛𝜖ℕ} consiste de puntoa aislados y 𝑧 = 0 es un punto de acumulación 𝑛



▄ Teorema 2.20.1 Si f es una función analítica no nula y 𝑆 = {𝑧𝜖ℂ/𝑓(𝑧) = 0} entonces todos los puntos de S son aislados. ♦
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2.20.2 Singularidades de una función Definición 2.20.2.1 Un punto 𝑧 = 𝑎 se dice punto singular de una función f, si 𝑓 (𝑧) no es analítica en 𝑧 = 𝑎, pero cualquier vecindad de a contiene un punto en donde f es analítica. ♦ Definición 2.20.2.2 1



Decimos que una f es singular en el infinito si 𝑓 ( ) es singula en 𝑧 = 0. 𝑧



♦ Si f tiene una singularidad aislada en 𝑧 = 𝑎, entonces podemos representarla por su serie de Laurent ∞



∞



𝑓 (𝑧) = ∑ 𝑏𝑛 (𝑧 − 𝑎)𝑛 + ∑ 𝑛=0



𝑛=1



𝑐𝑛 (𝑧 − 𝑎 )𝑛



Valida en alguna vecindad reducida de 𝑧 = 𝑎, la segunda serie en esta expresión ∞



∑ 𝑛=1



𝑐𝑛 (𝑧 − 𝑎 )𝑛



Es llamada la parte principal de 𝑓 (𝑧) en la vecindad de 𝑧 = 𝑎, de esta parte se infiere que tipo de comportamiento tiene la función en las cercanías de 𝑧 = 𝑎 y tendremos entonces distintos tipos de singularidades.
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Definición 2.20.2.2 (Polo) Si podemos encontrar un entero m tal que 𝑙𝑖𝑚(𝑧 − 𝑎)𝑚 𝑓 (𝑧) = 𝐴 ≠ 0 𝑧→𝑎



Entonces 𝑧 = 𝑎 es llamado polo de orde m. Si 𝑚 = 1 a es llamado un polo simple O si 𝑧 = 𝑎 es una singularidad aislada de una función f cuyo desarrollo de Laurent en una vecindad de 𝑧 = 𝑎 es de la forma ∞



𝑓 (𝑧) = ∑ 𝑏𝑛 (𝑧 − 𝑎)𝑛 + 𝑛=0



𝑐1 𝑐2 𝑐3 𝑐𝑚 + + +⋯+ 2 3 (𝑧 − 𝑎 ) (𝑧 − 𝑎 )𝑚 𝑧 − 𝑎 (𝑧 − 𝑎 )



Es decir, 𝑐𝑚 ≠ 0 𝑦 𝑐𝑛 = 0 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑛 > 𝑚. Entonces decimos que f tiene un polo de orden m en 𝑧 = 𝑎. ♦ Ejemplo 2.20.2.1 1. 𝑓 (𝑧) =



1 2 + 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑒𝑛 𝑧 = 0 𝑢𝑛 𝑝𝑜𝑙𝑜 𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒 𝑦 𝑒𝑛 𝑧 = 1 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑢𝑛 𝑝𝑜𝑙𝑜 2 (𝑧 − 1)4 𝑧 (𝑧 − 1)



de orden 4. En efecto, 𝑙𝑖𝑚 𝑧 [ 𝑧→0



1 2 1 2𝑧 ] [ ]=1≠0 + = 𝑙𝑖𝑚 + 𝑧→0 (𝑧 − 1)2 (𝑧 − 1)4 𝑧 ( 𝑧 − 1)2 (𝑧 − 1)4



Entonces 𝑧 = 0 es un polo simple de f. Otra manera de ver estos es 𝑓 (𝑧 ) =



1 1 2𝑧 1 2𝑧 [ ] + 𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒 + (𝑧 − 1)2 (𝑧 − 1)4 𝑧 (𝑧 − 1)2 (𝑧 − 1 )4
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Es una función analítica en alguna vecindad de 𝑧 = 0 y por tanto es representable en la forma ∞



∑ 𝑏𝑛 𝑧 𝑛 𝑛=0



Luego, resulta 𝑓 (𝑧 ) =



1 𝑏0 [𝑏0 + 𝑏1 𝑧 + 𝑏2 𝑧 2 + ⋯ +] = + 𝑏1 + 𝑏2 𝑧 + 𝑏3 𝑧 2 + ⋯ + 𝑧 𝑧



Entonces 𝑧 = 0 es un polo simple de f. Analogamente se ve que 𝑧 = 1 es un polo de orden 4, ya que 𝑙𝑖𝑚(𝑧 − 1 𝑧→1



)4



(𝑧 − 1)2 1 2 [ ] = 𝑙𝑖𝑚 [ + + 2] = 2 ≠ 0 𝑧→1 𝑧 (𝑧 − 1)2 (𝑧 − 1)4 𝑧



O escribiendo 𝑓 (𝑧 ) =



(𝑧 − 1)2 1 [ + 2] (𝑧 − 1)4 𝑧 ▄



Definición 2.20.2.3 Un punto singular 𝑧 = 𝑧0 de la función 𝑓 (𝑧) es evitable si existe el lílmite de f cuando z tiende a 𝑧0 . ♦ Ejemplo 2.20.2.2 𝐿𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑓 (𝑧) =



𝑠𝑒𝑛 𝑧 𝑠𝑒𝑛 𝑧 𝑛𝑜 𝑒𝑠 𝑎𝑛𝑎𝑙í𝑡𝑖𝑐𝑎 𝑒𝑛 𝑧 = 0 𝑦 𝑙𝑖𝑚 =1 𝑧→0 𝑧 𝑧



Haciendo 𝑓(0) = 1 convierte en analítica, por lo tanto 𝑧 = 0 es una singularidad evitable. De hecho en una vecindad reducida de 𝑧 = 0
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𝑠𝑒𝑛 𝑧 1 𝑧3 𝑧5 𝑧7 𝑧2 𝑧4 𝑧6 = [𝑧 − + − + ⋯ ] = 1 − + − + ⋯ 𝑧 𝑧 3! 5! 7! 3! 5! 7! ▄ Definición 2.20.2.3 (Singularidad esencial) Llamaremos singularidad esencial de una función 𝑓 (𝑧) a toda singularidad que no sea un polo ni singularidad evitable, en particular: Si 𝑧 = 𝑎 es un punto aislado de 𝑓 (𝑧) entonces 𝑧 = 𝑎 es una singularidad esencial si y sólo si en el desarrollo de Laurent de 𝑓(𝑧) ∞



∞



𝑓 (𝑧) = ∑ 𝑏𝑛 (𝑧 − 𝑎)𝑛 + ∑ 𝑛=0



𝑛=1



𝑐𝑛 (𝑧 − 𝑎 )𝑛



tenemos infinitos coeficientes 𝑐𝑛 distintosde cero. ♦ Ejemplo 2.20.2.3 1. La función 1 𝑒𝑧



∞



=∑ 𝑛=0



1 1 1 1 = 1 + + + +⋯ 𝑛! 𝑧 𝑛 𝑧 2! 𝑧 2 3! 𝑧 3



tiene en 𝑧 = 0 una singularidad esencial, se sigue de aquí que 𝑒 𝑧 tiene en infinito uan sigularidad esencial. 2. La función ∞



(−1)𝑛 1 1 1 1 𝑠𝑒𝑛 = ∑ = − + +⋯ 2𝑛+1 3 (2𝑛 + 1)! 𝑧 𝑧 𝑧 3! 𝑧 5! 𝑧 5 𝑛=0



tiene en 𝑧 = 0 una singularidad esencial. ▄ Prof. Humberto F. Valera Castro
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Veamos un sencillo resultado, útil para determinar los polos de una función. Teorema 2.20.1 Los ceros de una función 𝑓 (𝑧) son los polos de la función



1 𝑓(𝑧)



y recíprocamente. ♦



Los polos y las singularidades evitables son, por definición aislados, sin embargo, las singularidades esenciales pueden ser aisladas o no, de aquí se sigue que cualquier singularidad no aislada es necesariamente esencial, veamos unos ejemplos Ejemplo 2.20.2.4 1. La función 1



𝑓 (𝑧) = 𝑒 𝑠𝑒𝑛 𝑧−1 𝑒𝑠 𝑠𝑖𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑒𝑛 𝑧 =



1 𝑘𝜋



, 𝑘 = ±1, ±2, …



y estos puntos no son polos de 𝑓 (𝑧) pues si así fuese, por el teorema 2.20.1 serían ceros de 1 𝑓(𝑧)



, lo cual es falso, luego son singularidades esenciales, además 𝑧 = 0 es un punto



singular de 𝑓(𝑧) y es también punto de acumulación del conjunto {



1 , 𝑘𝜋



𝑘 = ±1, ±2, … }



Luego, es una singularidad no aislada, y por lo tanto, esencial. 2. La función 1 1 𝑐𝑜𝑠 𝑧 1 𝑓 (𝑧) = 𝑐𝑜𝑡𝑔 = 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑢𝑛 𝑝𝑜𝑙𝑜 𝑒𝑛 𝑧 = 𝑘 = ±1, ±2, … 𝑧 𝑠𝑒𝑛 1 ��𝜋 𝑧 y 𝑧 = 0 es un punto singular de 𝑓 (𝑧) y es también punto de acumulación del conjunto
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𝑘 = ±1, ±2, … }



Luego, es una singularidad no aislada. Tenemos entonces que todo punto de acumulación de singularidad es una singularidad esencial, consideremos el siguiente resultado Teorema 2.20.2 Si 𝑓 (𝑧) es no nula, entonces todo punto de acumulación de ceros de 𝑓(𝑧) es una singularidad esencial de 𝑓 (𝑧). ♦ Del teorema se deduce que si 𝑓(𝑧) tiene infinitos ceros, necesariamanete tiene alguna singularidad esencial, que puede ser finita o no. Ejemplo 2.20.2.5 La función 𝑓 (𝑧) = 𝑠𝑒𝑛 𝑧 tiene ceros simples en 𝑧 = 𝑘𝜋 , 𝑘 ∈ ℤ , entonces tiene una singularidad en infinito, y entonces 1 1 𝑓 ( ) = 𝑠𝑒𝑛 𝑧 𝑧 Con infinitos ceros en {



1 , 𝑘𝜋



𝑘 = ±1, ±2, … }



Tiene en 𝑧 = 0 una singularidad esencial. Además 𝑠𝑒𝑛



1 𝑧



Tiene un cero simple en infinito, correspondiente al cero simple en 𝑧 = 0 de 𝑠𝑒𝑛 𝑧 ♦ Prof. Humberto F. Valera Castro
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2.21 Residuos Hemos visto que si 𝑓 (𝑧) tiene en 𝑧 = 𝑎 una singularidad aislada y 𝑧 = 𝑎 se halla en el interior de C, entonces 𝑓 (𝑧) se representa por la serie de Laurent ∞



∞



𝑓 (𝑧) = ∑ 𝑏𝑛 (𝑧 − 𝑧0



)𝑛



+∑



𝑛=0



𝑛=1



𝑐𝑛 (𝑧 − 𝑧0 )𝑛



Donde los coeficientes son dados por 𝑏𝑛 =



1 𝑓 (𝑤 ) 1 ∮ ∮ 𝑓 (𝑤)(𝑤 − 𝑧0 )𝑛−1 𝑑𝑤 𝑑𝑤 , 𝑐𝑛 = 𝑛+1 2𝜋𝑖 𝑐 (𝑤 − 𝑧0 ) 2𝜋𝑖 𝑐



donde la integración se toma en sentido antihorario sobre un contorno simple cerrado C contenido en el anillo. Cuando 𝑛 = 1 tenemos que 𝑐1 =



1 ∮ 𝑓 (𝑧) 𝑑𝑧 2𝜋𝑖 𝑐



El coeficiente 𝑎−1 se llama residuo de 𝑓(𝑧) en residuo de 𝑓(𝑧) en 𝑧 = 𝑎 y



se



𝑐1 = 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎). El residuo de una función en un polo simple puede ser hallado de forma sencilla. En efecto, si 𝑓 (𝑧 ) =



𝑐1 + 𝑏0 + 𝑏1 (𝑧 − 𝑎) + ⋯ 𝑧−𝑎



Entonces (𝑧 − 𝑎)𝑓 (𝑧) = 𝑐1 + 𝑏0 (𝑧 − 𝑎) + 𝑏1 (𝑧 − 𝑎)2 + ⋯ Luego 𝑐1 = 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎) = 𝑙𝑖𝑚(𝑧 − 𝑎)𝑓 (𝑧) 𝑧→𝑎
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En particular, si 𝑓 (𝑧 ) =



𝑔 (𝑧 ) 𝑦 𝑔(𝑎) ≠ 0, ℎ(𝑎) = 0, ℎ´(𝑎) ≠ 0 ℎ (𝑧 )



Entonces (𝑧 − 𝑎 )𝑔 (𝑧 ) 𝑔(𝑧) + (𝑧 − 𝑎)𝑔´(𝑧) 𝑔(𝑎) = 𝑙𝑖𝑚 = 𝑧→𝑎 𝑧→𝑎 ℎ (𝑧 ) ℎ´(𝑧) ℎ´(𝑎)



𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎) = 𝑙𝑖𝑚



Para el caso general de un polo de orden n tenemos ∞



𝑐1 𝑐2 𝑐3 𝑐𝑛 𝑓 (𝑧 ) = + + + ⋯ + + ∑ 𝑏𝑛 (𝑧 − 𝑎)𝑛 (𝑧 − 𝑎 )𝑛 𝑧 − 𝑎 (𝑧 − 𝑎 )2 (𝑧 − 𝑎 )3 𝑛=0



(𝑧 − 𝑎)𝑛 𝑓(𝑧) = 𝑐𝑛 + 𝑐𝑛−1 (𝑧 − 𝑎) + ⋯ + 𝑐1 (𝑧 − 𝑎)𝑛−1 + 𝑏0 (𝑧 − 𝑎)𝑛 + 𝑏1 (𝑧 − 𝑎)𝑛+1 + ⋯ Derivando 𝑛 − 1 veces cada miembro de la igualdad tenemos: (𝑛 + 1)! 𝑑 𝑛−1 [(𝑧 − 𝑎)𝑛 𝑓(𝑧)] = (𝑛 − 1)! 𝑐1 + 𝑛! 𝑏0 (𝑧 − 𝑎) + 𝑏1 (𝑧 − 𝑎)2 + ⋯ 𝑛−1 𝑑𝑧 2! Ahora, tomando límite cuando z tiende al punto a, obtenemos: 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎) = ��1 =



1 𝑑 𝑛−1 𝑙𝑖𝑚 ( 𝑛−1 [(𝑧 − 𝑎)𝑛 𝑓(𝑧)]) (𝑛 − 1)! 𝑧→𝑎 𝑑𝑧 ♦



Ejemplo 2.21.1 1. Si 𝑓(𝑧) es analítica en 𝑧 = 𝑎,entonces ∞



𝑓(𝑧) = ∑ 𝑏𝑛 (𝑧 − 𝑧0 )𝑛 𝑛=0



En una vecindad de 𝑧 = 𝑎 y por tanto 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎) = 0 ▄
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2. 𝑆𝑖 𝑓 (𝑧) =



4𝑧 − 1 4𝑧 − 1 = 𝑦 𝑧 = −2, 𝑧 = −1 𝑠𝑜𝑛 𝑝𝑜𝑙𝑜𝑠 𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑓, 𝑧 2 + 3𝑧 + 2 (𝑧 + 2)(𝑧 + 1)



Luego 𝑅𝑒𝑠(𝑓, −2) = 𝑙𝑖𝑚 (𝑧 + 2)𝑓 (𝑧) = 𝑙𝑖𝑚 (𝑧 + 2) ( 𝑧→−2



𝑧→−2



4𝑧 − 1 −8 − 1 )= =9 (𝑧 + 2)(𝑧 + 1) −2 + 1



4𝑧 − 1 −4 − 1 )= 𝑅𝑒𝑠(𝑓, −1) = 𝑙𝑖𝑚 (𝑧 + 1)𝑓(𝑧) = 𝑙𝑖𝑚 (𝑧 + 1) ( = −5 𝑧→−1 𝑧→−1 (𝑧 + 2)(𝑧 + 1) −1 + 2 ▄ 2. Calculemos la integral 3 − 2𝑧 𝑑𝑧 𝑧 3 − 3𝑧 2



∮ 𝐶



Donde C es la circunferencia |𝑧| = 1 La función 𝑓 (𝑧 ) =



3 − 2𝑧 3 − 2𝑧 = 𝑧 3 − 3𝑧 2 𝑧 2 (𝑧 − 3)



Tiene un polo simple en 𝑧 = 3 y un polo de orden 2 en 𝑧 = 0. Ahora bien, 𝑧 = 0 es en el interior de |𝑧| ≤ 1. Entonces ∮ 𝐶



3 − 2𝑧 1 𝑑 2−1 3 − 2𝑧 2 ( ) ( ) ( [ ( )]) 𝑑𝑧 = 𝑅𝑒𝑠 𝑓, 0 = 𝑙𝑖𝑚 𝑧 − 0 (2 − 1)! 𝑧→0 𝑑𝑧 2−1 𝑧 3 − 3𝑧 2 𝑧 2 (𝑧 − 3) = 𝑙𝑖𝑚 ( 𝑧→0



𝑑 2 3 − 2𝑧 −2(𝑧 − 3) − 3 + 2𝑧 1 [𝑧 ( 2 )]) = 𝑙𝑖𝑚 ( )= 2 𝑧→0 (𝑧 − 3) 𝑑𝑧 𝑧 (𝑧 − 3) 3 ▄



Ahora extenderemos este método de evaluar integrales de línea ∮ 𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 𝐶



donde 𝑓 (𝑧) tiene una única singularidad en el interior de C al caso en que hay un número finito de singularidades de 𝑓(𝑧).
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Teorema 2.21 De los Residuos Sea 𝑓 (𝑧) una función analítica en todos los puntos de un contorno cerrado C y en el interior excepto para un número finito de puntos 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑟 interiores a C, entonces 𝑟



∮ 𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑖 ) 𝐶



𝑖=1



donde el sentido de recorrido es antihorario. ♦ Ejemplo 2.21.2 Calcule la integral de línea 𝑒𝑧 ∮ ( 3 ) 𝑑𝑧 1 |𝑧− |=1 𝑧 − 𝑧 2



▲ 𝑒𝑧 𝑒𝑧 𝑒𝑧 𝑓 (𝑧 ) = 3 = = 𝑧 − 𝑧 𝑧(𝑧 2 − 1) 𝑧(𝑧 + 1)(𝑧 − 1) Ahora bien, 𝑓(𝑧) presenta en 𝑧 = 0 y 𝑧 = ±1 un singularidad simple. Solo 𝑧 = 0 y 𝑧 = 1 están en el interior de la circunferencia. Por lo tanto, 𝑒𝑧 ( ) ( ) ( ) ) = −1 𝑅𝑒𝑠 𝑓, 0 = 𝑙𝑖𝑚 𝑧 + 0 𝑓 𝑧 = 𝑙𝑖𝑚 𝑧 ( 𝑧→0 𝑧→0 𝑧(𝑧 + 1)(𝑧 − 1) 𝑒𝑧 𝑒 )= 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 1) = 𝑙𝑖𝑚 (𝑧 − 1)𝑓 (𝑧) = 𝑙𝑖𝑚(𝑧 − 1) ( 𝑧→1 𝑧→1 𝑧(𝑧 + 1)(𝑧 − 1) 2 Luego 𝑒𝑧 𝑒 ∮ ( 3 ) 𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 (−1 + ) = 𝜋𝑖 (𝑒 − 2) 1 2 |𝑧− |=1 𝑧 − 𝑧 2
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2.22 Aplicaciones El cálculo de residuos se puede usar en la evaluación de algunas integrales reales: trigonométricas e impropias.



2.22.1 Integrales trigonométricas Consideremos una integral del tipo: 2𝜋



𝐼 = ∫ 𝑅(cos 𝜃, 𝑠𝑒𝑛 𝜃)𝑑𝜃 0



donde 𝑅(cos 𝜃, 𝑠𝑒𝑛 𝜃) es una función racional real de 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝜃 definidas en el intervalo [0,2𝜋]. Tomando 𝑧 = 𝑒 𝑖𝜃 tenemos 𝑐𝑜𝑠 𝜃 =



𝑒 𝑖𝜃 + 𝑒 −𝑖𝜃 1 1 𝑧2 + 1 = (𝑧 + ) = 2 2 𝑧 2𝑧



𝑒 𝑖𝜃 − 𝑒 −𝑖𝜃 1 1 𝑧2 − 1 𝑠𝑒𝑛 𝜃 = = (𝑧 − ) = 2 2 𝑧 2𝑧 𝑑𝑧 = 𝑖𝑒 𝑖𝜃 𝑑𝜃 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑑𝜃 =



𝑑𝑧 𝑖𝑧



Ahora bien, cuando 𝜃 𝑣𝑎𝑟í𝑎 𝑑𝑒 0 𝑎 2𝜋, la variable z recorre la circunferencia unitaria en sentido antihorario. Entonces la integral se convierte en 𝐼 = ∮ 𝑓 (𝑧 ) 𝐶



𝑑𝑧 𝑖𝑧



donde f es una función racional en la variable z. ♦
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Ejemplo 2.22.1.1 Calcule el valor de la integral 2𝜋



𝐼=∫ 0



𝑑𝜃 , 𝑎>1 𝑎 + 𝑐𝑜𝑠𝜃



▲ La condición 𝑎 > 1 garantiza que el integrando es finito en [0,2𝜋], luego haciendo 𝑧=𝑒



𝑖𝜃



,



𝑧2 + 1 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = , 2𝑧



𝑑𝑧 𝑑𝜃 = , 𝑖𝑧



|𝑧| = 1



tenemos 𝑑𝑧 𝑑𝑧 ∮ = −2𝑖 2 2 |𝑧|=1 𝑖𝑧 (𝑎 + 𝑧 + 1) |𝑧|=1 𝑧 + 2𝑎𝑧 + 1 2𝑧



𝐼=∮ La función



𝑓 (𝑧 ) =



1 𝑧 2 + 2𝑎𝑧 + 1



Tiene polos simples en 𝑧 = 𝛼 = −𝑎 + √𝑎2 − 1 𝑦 𝑧 = 𝛽 = −𝑎 − √𝑎2 − 1 , pero de estos dos sólo está en el interior C el polo 𝑧 = 𝛼, luego 1 ) 𝐼 = −2𝑖(2𝜋𝑖)𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝛼) = 4𝜋 𝑙𝑖𝑚(𝑧 − 𝛼) ( 2 𝑧→𝛼 𝑧 + 2𝑎𝑧 + 1 1 1 ) = 4𝜋 𝑙𝑖𝑚 ( ) = 4𝜋 𝑙𝑖𝑚(𝑧 − 𝛼) ( 𝑧→𝛼 (𝑧 − 𝛼)(𝑧 − 𝛽) 𝑧→𝛼 𝑧 − 𝛽 =



4𝜋 (−𝑎 + √𝑎2 − 1 + 𝑎 + √𝑎2 − 1)



=



2𝜋 √𝑎2 − 1 ▄
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Ejemplo 2.22.1.2 Calcule el valor de la integral 2𝜋 (



𝐼=∫



0



1 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃)𝑛 𝑒 𝑖𝑛𝜃 𝑑𝜃 5 − 4𝑐𝑜𝑠𝜃



▲ Sabemos que 𝑧=𝑒



𝑖𝜃



,



𝑑𝑧 𝑑𝜃 = , 𝑖𝑧



𝑧2 + 1 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = , |𝑧| = 1 2𝑧



Tenemos 𝑧2 + 𝑧 + 1 1 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = , 𝑧



2𝑧 2 − 5𝑧 + 2 5 − 4𝑐𝑜𝑠𝜃 = − 𝑧



𝑛



𝑧2 + 𝑧 + 1 ( ) 𝑧 𝑛 𝑑𝑧 (𝑧 2 + 𝑧 + 1)𝑛 1 𝑧 𝐼 = −∮ =− ∮ 𝑑𝑧 2𝑧 2 − 5𝑧 + 2 𝑖𝑧 𝑖 |𝑧|=1 2𝑧 2 − 5𝑧 + 2 𝐶 𝑧 (𝑧 2 + 𝑧 + 1)𝑛 1 =− ∮ 𝑑𝑧 2𝑖 |𝑧|=1 (𝑧 − 2) (𝑧 − 1) 2 1



El punto 𝑧 = está en el interior de |𝑧| = 1y el punto 𝑧 = 2 esta fuera 2



Entonces ( 𝑧 2 + 𝑧 + 1)𝑛 1 1 1 2 7 𝑛 ) = −𝜋 (− ) ( ) 𝐼 = − (2𝜋𝑖)𝑅𝑒𝑠 (𝑓, ) = −𝜋 𝑙𝑖𝑚 (𝑧 − ) ( 𝑧→𝛼 2𝑖 2 2 (𝑧 − 2) (𝑧 − 1) 3 4 2 ▄
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∞



2.22.2 Integrales impropias del tipo ∫−∞ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 Caso I ∞



𝑆𝑒𝑎 ∫ 𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 𝑢𝑛𝑎 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙 𝑖𝑚𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒, 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 −∞



La función compleja 𝑓(𝑧) está bien definida y es analítica excepto para un número finito de polos, ninguno de los cuales está en el eje real. Llamemos 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 a los polos en el semiplano superior (𝐼𝑚 𝑧 > 0), como son en número finito y 𝐼𝑚 𝑎𝑖 > 0 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, podemos hallar un contorno C que los contenga a todos en su interior como en la figura siguiente 𝐶𝑟 . 𝑎1



. .



. 𝑎𝑛



C



.𝑎2 -r



r



donde C es el arco de circunferencia de radio r. Aplicando el teorema de los residuos tenemos: 𝑟



𝑛



∮ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = ∮ 𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 + ∮ 𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑖 ) 𝐶



𝐶𝑟



−𝑟



𝑖=1



Haciendo tender r a infinito ∞



𝑛



∮ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑖 ) − 𝑙𝑖𝑚 ∮ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 −∞



𝑖=1



𝑟→∞ 𝐶 𝑟



Ahora bien,
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𝑓 (𝑧 ) ≤



𝑀 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔ú𝑛 𝑀 > 0, 𝛼 > 0 𝑦 𝑧 𝑠𝑢𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑𝑒 |𝑧|𝛼



Entonces |∮ 𝑓 (𝑧)𝑑𝑧| ≤ 𝐶𝑟



𝑀𝜋𝑟 𝑀𝜋 = 𝛼−1 𝛼 𝑟 𝑟



Por lo tanto, como 𝑀𝜋 =0 𝑟→∞ 𝑟 𝛼−1 𝑙𝑖𝑚



Se sigue que ∞



𝑛



∮ 𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑖 ) −∞



𝑖=1



♦ Como caso particular tenemos el siguiente: Si 𝑓 (𝑥) es una función racional real, 𝑓 (𝑥 ) =



𝑝 (𝑥 ) 𝑐𝑜𝑛 𝑄 (𝑥) ≠ 0 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑥 ∈ ℝ 𝑦 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑜(𝑄) ≥ 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑜 (𝑝) + 2 𝑄 (𝑥 )



Entonces ∞



𝑛



∮ 𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑖 ) −∞



𝑖=1



donde 𝑎𝑖 , 𝑖 = 1,2, … son polos de 𝑓 (𝑧)en el plano superior (𝐼𝑚 𝑧 > 0) ♦
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Ejemplo 2.22.2.1 Calcular la integral impropia ∞



𝑥 𝑑𝑥 2 2 2 −∞ (𝑥 + 9)(𝑥 + 1)



𝐼=∮ ▲ Sea la función



𝑓 (𝑧 ) =



(𝑧 2



𝑧 + 9)(𝑧 2 + 1)2



Veamos cuales son los polos 𝑎𝑖 en el semiplano superior: (𝑧 2 + 9)(𝑧 2 + 1)2 = (𝑧 + 3𝑖)(𝑧 − 3𝑖)(𝑧 + 𝑖)2 (𝑧 − 𝑖)2 Luego los polos 𝑧 = 3𝑖 (polo simple) y 𝑧 = 𝑖 (polo doble) estan en semiplano superior, Entonces 𝐼 = 2𝜋𝑖 [𝑅𝑒𝑠(𝑓, 3𝑖) + 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑖)] 𝑧 1 ) 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 3𝑖) = 𝑙𝑖𝑚 (𝑧 − 3𝑖) ( = 𝑧→3𝑖 (𝑧 + 3𝑖)(𝑧 − 3𝑖)(𝑧 2 + 1)2 6.64𝑖 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑖) = 𝑙𝑖𝑚 𝑧→𝑖



𝑑 𝑧 3 ( 2 ) = 𝑑𝑧 (𝑧 + 9)(𝑧 2 + 1)2 128𝑖



Por lo tanto 𝐼 = 2𝜋𝑖 [



1 3 5𝜋 ]= + 6.64𝑖 128𝑖 96 ▄



Prof. Humberto F. Valera Castro



106



Matemáticas VI



Caso II En las misma condiciones que en el caso I excepto que ahora consideramos funciones 𝑓 (𝑧) que tengan finitos polos en el eje real, con la condición que estos sean polos simples, tenemos la fórmula ∞



𝑛



𝑛



∮ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑖 ) + 𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑏𝑖 ) −∞



𝑖=1



𝑖=1



donde 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 son polos de 𝑓 (𝑧) en el semiplano superior y 𝑏1 , 𝑏2 , … , 𝑏𝑛 son polos en el eje real. ♦ Observe que el caso I esta incluido en el casoII Igual que en el caso I, se verifica que Si 𝑓 (𝑥) es una función racional real, 𝑓 (𝑥 ) =



𝑝 (𝑥 ) 𝑐𝑜𝑛 𝑄 (𝑥) ≠ 0 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑥 ∈ ℝ 𝑦 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑜(𝑄) ≥ 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑜 (𝑝) + 2 𝑄 (𝑥 )



Entonces ∞



𝑛



𝑛



∮ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑖 ) + 𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑏𝑖 ) −∞



𝑖=1



𝑖=1



donde 𝑎𝑖 , 𝑖 = 1,2, … son polos de 𝑓 (𝑧)en el plano superior (𝐼𝑚 𝑧 > 0) y 𝑏1 , 𝑏2 , … , 𝑏𝑛 son polos en ℝ. ♦
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Ejemplo 2.22.2.2 Calcule la integral ∞



𝑑𝑥 2 −∞ 𝑥 − 3𝑥 + 2



𝐼=∮ ▲ 𝑓 (𝑧 ) =



1 1 = 𝑧 2 − 3𝑧 + 2 (𝑧 − 1)(𝑧 − 2)



tiene polos simples en 𝑧 = 1 𝑦 𝑧 = 2, luego 𝐼 = 𝜋𝑖 [𝑅𝑒𝑠(𝑓, 1) + 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 2)] = 𝜋𝑖 [



1 1 ]=0 + 1−2 2−1 ▄



Ejemplo 2.22.2.3 Calcule la integral ∞



𝑥 𝑑𝑥 2 −∞ (𝑥 − 1)(𝑥 + 4)



𝐼=∮ ▲



𝑓 (𝑧 ) =



1𝑧 (𝑧 − 1)(𝑧 2 + 4)



Tenemos polos simples en 1 , 2𝑖 𝑦 − 2𝑖, entonces 2𝑖 1 ) + 𝜋𝑖𝑅𝑒𝑠 ( ) = −2𝜋 𝐼 = 2𝜋𝑖𝑅𝑒𝑠(𝑓, 2𝑖) + 𝜋𝑖𝑅𝑒𝑠 (𝑓, 1) = 2𝜋𝑖 ( (2𝑖 − 1)4𝑖 1+4 ▄
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Caso III En el cálculo de integrales de Fourier a menudo es preciso evaluar integrales de la forma ∞



∞



∫ 𝑓(𝑥) 𝑐𝑜𝑠 𝑤𝑥 𝑑𝑥 𝑦 ∫ 𝑓 (𝑥) 𝑠𝑒𝑛 𝑤𝑥 𝑑𝑥 −∞



−∞



Tenemos entonces el siguiente resultado Si 𝑓 (𝑧) es una función analítica excepto en un número finito de polos y todos sus polos en el eje real son simples y existe 𝑀 > 0 tal que |𝑓 (𝑧)| ≤



𝑀 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑧 𝑠𝑢𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑𝑒 |𝑧|



Entonces 𝑛



∞



𝑛



∫ 𝑓 (𝑥)𝑒 𝑖𝜔𝑥 𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓(𝑧)𝑒 𝑖𝜔𝑧 , 𝑎𝑖 ) + 𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓(𝑧)𝑒 𝑖𝜔𝑧 , 𝑏𝑖 ) , −∞



𝑖=1



𝑤>0



𝑖=1



donde 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 son polos de 𝑓 (𝑧) en el semiplano superior y 𝑏1 , 𝑏2 , … , 𝑏𝑛 son polos en el eje real. Si en la fórmula anterior hacemos 𝑒 𝑖𝜔𝑥 = cos 𝑤𝑥 + 𝑖𝑠𝑒𝑛 𝑤𝑥 y separamos parte real e imaginarias tenemos: ∞



𝑛



𝑛



∫ 𝑓 (𝑥) 𝑐𝑜𝑠 𝑤𝑥 𝑑𝑥 = 𝑅𝑒 [2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓(𝑧)𝑒 𝑖𝜔𝑧 , 𝑎𝑖 ) + 𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓(𝑧)𝑒 𝑖𝜔𝑧 , 𝑏𝑖 )] −∞



∞



𝑖=1



𝑖=1



𝑛



𝑛



∫ 𝑓 (𝑥)𝑠𝑒𝑛 𝑤𝑥 𝑑𝑥 = 𝐼𝑚 [2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓(𝑧)𝑒 𝑖𝜔𝑧 , 𝑎𝑖 ) + 𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓 (𝑧)𝑒 𝑖𝜔𝑧 , 𝑏𝑖 )] −∞



𝑖=1



𝑖=1



♦
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Ejemplo 2.22.2.4 Calcular ∞



∞ 𝑠𝑒𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ∫ 𝑑𝑥 , 𝑑𝑥 2 + 4𝑥 + 5 2 + 4𝑥 + 5 𝑥 𝑥 −∞ −∞



∫ ▲ 𝐿𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑓(𝑧)𝑒 𝑖𝑧 =



𝑒 𝑖𝑧 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑝𝑜𝑙𝑜𝑠 𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒𝑠 𝑒𝑛 − 2 + 𝑖 𝑦 − 2 − 𝑖 𝑧 2 + 4𝑧 + 5



Luego ∞



𝑠𝑒𝑛 𝑥 𝑒 𝑖(−2+𝑖) 𝑖𝑧 ∫ )] 𝑑𝑥 = 𝐼𝑚[2𝜋𝑖𝑅𝑒𝑠 (𝑓 (𝑧)𝑒 , −2 + 𝑖)] = 𝐼𝑚 [2𝜋𝑖 ( 2 −2 + 𝑖 + 2 + 𝑖 −∞ 𝑥 + 4𝑥 + 5 = 𝐼𝑚[𝜋𝑒 −1−2𝑖 ] = 𝐼𝑚[𝜋𝑒 −1 𝑒 −2𝑖 ] = 𝐼𝑚[𝜋𝑒 −1 (cos(−2) + 𝑖𝑠𝑒𝑛 (−2))] = − ∞



∫ −∞



𝑥2



𝜋𝑠𝑒𝑛2 𝑒



𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝜋 cos 2 𝑑𝑥 = 𝑅𝑒[𝜋𝑒 −1 (cos(−2) + 𝑖𝑠𝑒𝑛 (−2))] = + 4𝑥 + 5 𝑒 ▄



Ejemplo 2.22.2.5 Calcular ∞



𝐼=∫ 0



𝑠𝑒𝑛 𝑤𝑥 𝑑𝑥 𝑥 (𝑥 2 + 𝑏 2 )2



𝑤>0 ,



𝑏>0



▲ Notemos que el integrando es una función par Luego 1 ∞ 𝑠𝑒𝑛 𝑤𝑥 𝐼= ∫ 𝑑𝑥 2 −∞ 𝑥 (𝑥 2 + 𝑏2 )2 Prof. Humberto F. Valera Castro
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La función 𝑓 (𝑧)𝑒 𝑖𝑤𝑧 =



𝑒 𝑖𝑤𝑧 𝑧 (𝑧 2 + 𝑏 2 )2



Tiene un polo simple en 𝑧 = 0 y polos de orden 2 en 𝑧 = ±𝑏𝑖 Entonces 𝐼 = 𝐼𝑚[2𝜋𝑖𝑅𝑒𝑠 (𝑓(𝑧)𝑒 𝑖𝑤𝑧 , 𝑏𝑖) + 𝜋𝑖𝑅𝑒𝑠 (𝑓(𝑧)𝑒 𝑖𝑤𝑧 , 0)] 𝑑 𝑒 𝑖𝑤𝑧 𝑒0 ( ) + 𝜋𝑖 ( )] = 𝐼𝑚 [2𝜋𝑖 𝑙𝑖𝑚 𝑧→𝑏𝑖 𝑑𝑧 𝑧(𝑧 + 𝑏𝑖 )2 (0 + 𝑏 2 )2 = 𝐼𝑚 [2𝜋𝑖 𝑙𝑖𝑚 ( 𝑧→𝑏𝑖



= 𝐼𝑚 [2𝜋𝑖 (



𝑖𝑤𝑧(𝑧 + 𝑏𝑖)2 − (𝑧 + 𝑏𝑖)2 − 2𝑧(𝑧 + 𝑏𝑖) 𝑖𝑤𝑧 𝜋𝑖 )𝑒 + 4] 𝑧(𝑧 + 𝑏𝑖)2 𝑏



4𝑏3 𝑤 + 4𝑏2 + 4𝑏2 −𝑤𝑏 𝜋𝑖 )𝑒 + 4] −𝑏2 (16𝑏4 ) 𝑏



𝑏𝑤 + 2 −𝑤𝑏 𝜋 ) = −𝜋 ( 𝑒 + 4𝑏4 2𝑏4 =



𝜋 (2 − (𝑏𝑤 + 2)𝑒 −𝑤𝑏 ) 4 2𝑏 ▄
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