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Movimientos Movimiento Rectilíneo Movimiento en dos dimensiones Posición y desplazamiento Posición y desplazamiento Velocidad media y rapidez me- Velocidad media. Velocidad instandia tánea Velocidad instantánea. Aceleración media. Aceleración insEjercicios resueltos de velocitantánea dad. Aceleración media. Aceleración Componentes intrínsecas de la aceinstantánea. leración Ejercicios resueltos de acelera- Movimiento con aceleración consción tante. Movimiento parabólico Movimiento con aceleración constante Movimiento de caída libre. Ejercicios resueltos de caída libre Magnitudes vectoriales y escalares. Suma de vectores. Producto escalar Problemas propuestos de Movimientos y Problemas resueltos



Movimiento Circular Movimiento circular uniforme Movimiento circular no uniforme Problemas resueltos de movimiento circular Movimiento relativo a velocidades bajas



Movimiento a lo largo de una línea recta El mundo, y todo lo que hay en él se mueve. Aunque algunas cosas nos parecen estacionarias, como una carretera, se mueve con la rotación de la Tierra, la Tierra da vueltas alrededor del sol, el sol gira alrededor del centro de la Vía Láctea, y la galaxia tiene un movimiento relativo respecto de otras galaxias. Las propiedades generales del movimiento las vamos a restringir en tres cosas: 1) el movimiento se va a realizar a lo largo de una línea recta, que puede ser vertical, horizontal o inclinada; 2) No vamos a especificar la causa del movimiento; 3) El objeto en movimiento es una partícula (que no tiene estructura interna, como un electrón) o un objeto que se mueve como una partícula (cada porción se mueve en la misma dirección y a la misma velocidad). Posición y desplazamiento.Localizar un objeto significa encontrar su posición relativa a algún punto de referencia, el origen de un eje (OX). Por ejemplo, una partícula está localizada en x = 5 m, que significa que está en la posición a 5 m en la dirección positiva desde el origen. Un cambio desde una posición x1 a otra posición x2 se llama desplazamiento ∆x = x 2 − x1 El desplazamiento es un ejemplo de magnitud vectorial ya que posee magnitud y dirección. Si se desplaza desde la posición x1 = 2 m hasta la posición x2 = 5 m, el desplazamiento es ∆x = x 2 − x1 = 5 m − 2 m = 3 m .



Si se desplaza desde la posición x1 = 2 m hasta la posición x2 = -5 m, el desplazamiento es ∆x = x 2 − x1 = −5 m − 2 m = −7 m .



Velocidad media y rapidez media.Una forma de representar el movimiento es dibujar la posición x en función del tiempo. En el eje de ordenadas se representa la posición x y en el eje de abscisas el tiempo correspondiente. Por ejemplo, una partícula se mueve, sobre una línea recta, durante 10 s con una velocidad de 10 m/s, durante los 10 s siguientes con una velocidad de 2 m·s-1 y en los 10 s últimos con una velocidad de -3 m·s-1 Tiempo (s) 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 Posición (m) 0 20 40 60 80 100 104 108 112 116 120 114 108 102 96 90
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En los diez primeros segundos del recorrido la partícula se desplaza desde la posición x = 0 m hasta x = 100 m, en los diez segundos siguientes desde la posición x = 100 m hasta la posición x = 120 m y en los diez últimos segundos desde la posición x = 120 m hasta la posición x = 90 m. Luego al cabo de los treinta segundos ∆x = x 2 − x1 = 90 m − 0 m = 90 m . Para determinar la velocidad promedio durante todo el recorrido se puede hacer de dos formas: calculando la velocidad media vm y la rapidez media sm. La velocidad media, en cada tramo del recorrido, y la velocidad media total es la siguiente:  ∆x x1 − x 0 100 m − 0 m m  = = = 10  v1 =  ∆t t1 − t 0 10 s − 0 s s    ∆x x 2 − x1 120 m − 100 m m  = = =2   v2 = ∆t t2 − t1 20 s − 10 s s    − x x ∆x 90 m − 120 m m 2 = 3 = = −3   v3 = ∆t t3 − t2 30 s − 20 s s  



Y, la rapidez media s = s m =



v = vm =



∆x x 3 − x 0 90 m − 0 m m = = =3 ∆t t3 − t0 30 s − 0 s s



distancia total 100 m + 20 m + 30 m 150 m m = = =5 ∆t 30 s − 0 s 30 s s



La rapidez media y la velocidad media son diferentes, en la rapidez consideramos la distancia total recorrida por la partícula, y en la velocidad media el desplazamiento, también difieren en que en la rapidez media no se incluye dirección. Algunas veces coinciden, aunque tengan signo distinto, pero cuando la partícula retrocede sobre su camino, los resultados pueden ser muy diferentes. Velocidad instantánea y rapidez o celeridad.Hemos aprendido a determinar la velocidad de una partícula en un intervalo de tiempo, pero lo que más nos interesa es saber la velocidad de la partícula en un instante determinado. Es decir, su velocidad instantánea o velocidad. La velocidad en cualquier instante se obtiene de la velocidad promedio reduciendo el intervalo de tiempo ∆t hasta aproximarlo a cero. Cuando ∆t disminuye, la velocidad promedio se aproxima al valor límite que es la velocidad en aquel instante v = lim v m = lim ∆t → 0



∆t → 0



∆x dx = ∆t dt



Para deteminar la velocidad instantánea a partir de la ecuación que relaciona la posición y el tiempo utilizamos el operador derivada de la función x(t) respecto de la variable t. Sea la función x = m·tn, siendo m un número constante y n el exponente entero de la variable t:



{x = m ⋅ t } n



⇒



v=



(



)



dx d d = m ⋅ t n = m ⋅ n ⋅ t n−1 (x) = dt dt dt
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Por ejemplo, si la ecuación posición-tiempo es x = 2·t2, entonces la velocidad instantánea es igual a v = 4t:



{x = 2 ⋅ t } 2



⇒



v=



(



)



dx d = 2 ⋅ t2 = 2 × 2 ⋅ t2−1 = 4t dt dt



Ejercicios resueltos de velocidad: 1º) Determina la velocidad media y la velocidad instantánea de una partícula que se mueve mediante la siguiente ecuación de movimiento x = 5·t. Obtenemos que la velocidad media es constante y, por tanto, coincide con la velocidad instantánea, y lo hacemos de dos formas x = 5t



  x1 = 5t1   v m = ∆x = 5 ∆t = 5 m s     ∆t ∆t  x 2 = 5 ( t1 + ∆t )   x ∆    v m = lim =5m s  ∆x = x 2 − x1 = 5∆t  v = ∆lim t →0 ∆t →0 ∆t 



x = 5t



dx d  = (5t ) = 5 ms  v = dt dt  



2º) Determina la velocidad media y la velocidad instantánea de una partícula que se mueve mediante la ecuación de movimiento x = 5·t2. Ahora, obtenemos que la velocidad media no es constante ya que depende del tiempo, por lo que la velocidad instantánea será distinta en cada tiempo, y lo hacemos de dos formas.



(



x = 5t



 x = 5 ( t + ∆t )2 = 5 t2 + 2t ∆t + ∆t2 1 1 1  2  2  x1 = 5t1  2 ∆x = x 2 − x1 = 10t1∆t + 5∆t  dx d   5t2 = 10t m = v = s  dt dt  



2



) 



 ∆x 10t1∆t + 5∆t2 = = 10t1 + 5∆t   vm = ∆t ∆t    v = lim v m = 10t1  ∆t →0   



( )



x = 5t2



3º) Determina la velocidad instantánea, en el instante t1=1 s, de una partícula que se mueve mediante la ecuación de movimiento x = 1 + 4·t2.



(



x = 1 + 4t2



x = 1 + 4t2



 x = 1 + 4 ( t + ∆t )2 = 1 + 4 t2 + 2t ∆t + ∆t2 1 1 1  2  2  x1 = 1 + 4t1  2 ∆x = x 2 − x1 = 8t1∆t + 4∆t  dx d   = 1 + 4t2 = 8t m v = s  dt dt  



(



) v



   v   



 ∆x 8t1∆t + 4∆t2 = = 8t1 + 4∆t   ∆t ∆t  ∆x  = lim = 8t1  ∆t →0 ∆t



m



=



)



En el lenguaje del cálculo, la velocidad instantánea es la rapidez con la que la posición x de una partícula está cambiando con el tiempo en un instante dado. La velocidad de una partícula en un instante es la pendiente de su curva de posición en el punto representado en aquel instante. La rapidez es la magnitud de la velocidad. Los velocímetros de los coches miden la rapidez, no la velocidad, porque no nos dicen nada sobre la dirección del movimiento. Aceleración media y aceleración instantánea.-



Cuando cambia la velocidad de una partícula, decimos que la partícula experimenta una aceleración. La aceleración media en un intervalo de tiempo es a = a m = La aceleración instantánea o aceleración a = lim a m = ∆t → 0



v 2 − v1 ∆v = t 2 − t1 ∆t



dv dt



La aceleración de una partícula en un instante es la rapidez a la cual su velocidad está cambiando en aquel instante. La aceleración de una partícula en cualquier punto es la pendiente de la curva de v(t) en aquel punto. Ejercicios resueltos de aceleración:
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1º) La posición de una partícula, en función del tiempo, se ha determinado que cumple la siguiente ecuación: x = 10 + 20·t – 2·t2. Calcula la velocidad media y la velocidad instantánea, en función del tiempo, y la aceleración. Dibuja las gráficas posición-tiempo, velocidad-tiempo y aceleración-tiempo



(



x = 10 + 20t − 2t2



 x = 10 + 20 ( t + ∆t ) − 2 ( t + ∆t )2 = 10 + 20t + 20∆t − 2 t2 + 2t ∆t + ∆t2 1 1 1 1 1  2  2  x1 = 10 + 20t1 − 2t1  2 ∆x = x 2 − x1 = 20∆t − 4t1∆t − 2∆t 



v = lim



∆x 20∆t − 4t1∆t − 2∆t2   = = 20 − 4t1 − 2∆t  vm = ∆t ∆t  



v = 20 − 4t



v2 = 20 − 4 ( t1 + ∆t )    ∆v −4∆t  = = −4 m2  v1 = 20 − 4t1  a m = s  ∆ ∆ t t  ∆v = −4∆t   



∆x ∆t →0 ∆t



(



v = 20 − 4t



)



dx d   10 + 20t − 2t2 = 20 − 4t  = v = dt dt   dv d   = ( 20 − 4t ) = −4 sm2  a = −4 sm2 a = dt dt  



x = 10 + 20t − 2t2



x 0 1 2 3 10 28 42 52 20 16 12 8 -4 -4 -4 -4



t x v a



= 10 + 20·t 4 5 6 58 60 58 4 0 -4 -4 -4 -4 x



v



v = lim



∆t →0



)



    



∆x ( 20 − 4t1 − 2∆t ) = = 20 − 4t1 ∆t ∆t



a = lim a m = −4 m2 s



∆t →0



v = 20 − 4t



– 2·t2 7 8 9 10 11 52 42 28 10 -12 -8 -12 -16 -20 -24 -4 -4 -4 -4 -4 a
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2º) Si la posición de una partícula viene dada por la ecuación: x = 7·t – 2·t2, calcula la velocidad instantánea y la aceleración. Dibuja las gráficas posición-tiempo, velocidad-tiempo y aceleracióntiempo



t (s) x (m) v (m/s) a (m/s2)



0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 2,2 2,4 2,6 2,8 3 0 1,32 2,48 3,48 4,32 5 5,52 5,88 6,08 6,12 6 5,72 5,28 4,68 3,92 3 7 6,2 5,4 4,6 3,8 3 2,2 1,4 0,6 -0,2 -1 -1,8 -2,6 -3,4 -4,2 -5 -4 -4 -4 -4 -4 -4 -4 -4 -4 -4 -4 -4 -4 -4 -4 -4
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Ecuaciones del movimiento con aceleración constante:



Hasta ahora a partir de una ecuación determinada posición-tiempo, x-t, hemos obtenido la velocidad media, la velocidad instantánea, la aceleración media y la aceleración instantánea. Ahora vamos a desarrollar el proceso inverso. Partimos del tipo de movimiento en que la aceleración permanece constante, en ellos la distinción entre aceleración media y aceleración instantánea pierde su significado. Si v0 es la velocidad inicial, en el tiempo t = 0, y v la velocidad en cualquier tiempo: am = a =



∆v v 2 − v1 v − v 0 = = ∆t t 2 − t1 t−0



⇒



v = v 0 + at



Si la aceleración es constante, la velocidad instantánea v = v 0 + at Si representamos la velocidad en el eje de ordenadas, v, y el tiempo en el eje de abscisas, t, el resultado es una línea recta. Siendo la aceleración, a, la pendiente de la recta y la velocidad inicial, v0, el punto de corte de la recta con el eje de ordenadas. La velocidad media, vm, en cualquier intervalo de tiempo ∆t, es la media de la velocidad inicial, v0, y la velocidad final del intervalo, v. Por lo que el desplazamiento ∆x = x – x0 = v0t + ½at2  v = v 0 + at  ∆x x − x 0 x − x 0  = = v m = ∆t t−0 t   ( v0 + v ) ( v0 + v0 + at ) ( 2 v0 + at ) 1 t= t == t = v 0 t + at 2 ∆x = x − x 0 = v m t = 2 2 2 2 



La posición en cada instante x = x 0 + v 0 t +



1 2 at 2



Hemos obtenido que en la ecuación posición-tiempo, el término independiente x0 representa la posición inicial para t=0, el término que multiplica a la variable t es la velocidad inicial v0, y el término que multiplica a la variable t2 es la mitad de la aceleración instantánea o media. En todos los problemas, con aceleración constante, están implicadas cinco magnitudes desplazamiento, (x-x0), tiempo, t, velocidades instantánea e inicial, v y v0, y aceleración, a. Usualmente, una de ellas no se conoce en un problema. Hay dos ecuaciones que contienen cuatro de dichas magnitudes, pero no las mismas cuatro.
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En la ecuación v = v0 + at no está presente el desplazamiento (x-x0). En la ecuación x = x0 + v0t + ½at2 no está presente la velocidad v. Estas ecuaciones pueden combinarse de tres formas para obtener tres ecuaciones adicionales: eliminando t, eliminando a, eliminando v0. 2  v 2 − v 02  v − v0  1  v − v0  elimina-t: ∆ x = v + a =  0     2a  a  2  a   v = v 0 + at   1  v − v0  2 1    t = ( v0 + v ) t 1 2  ⇒ elimina-a: ∆x = v 0 t +   2  t  2 ∆x = x − x 0 = v 0 t + 2 at      1 2 1 2 elimina-v 0 : ∆x = ( v − at ) t + at = vt − at 2 2 



Si la aceleración es constante la ecuación posición-tiempo es cuadrática



a m = a = cte. =



v − v0 t



v = v 0 + at x = x 0 + v0 t +



1 2 at 2



Si la ecuación posición-tiempo es cuadrática la aceleración es constante



x = x 0 + v0 t +



1 2 at 2



v=



dx d  1 2 =  x 0 + v 0 t + at  = v 0 + at dt dt  2 



a=



dv d = ( v0 + at ) = a dt dt



Movimiento de caída libre:



Cuando lanzamos un objeto hacia arriba o hacia abajo y podemos eliminar los efectos del aire sobre su vuelo, se encuentra que el objeto acelera hacia abajo con un valor determinado que se llama aceleración de caída libre g. La aceleración g es independiente de las características del objeto, como la masa, la densidad o la forma. El valor de g varía con la latitud y con la altura, siendo mayor en los polos y en la superficie de la Tierra. En el nivel del mar en latitudes medias es de 9,8 m/s2. Por todo lo anterior las ecuaciones del movimiento cuando la aceleración es constante son válidas para la caída libre. Para hacer más fáciles las ecuaciones consideramos que la dirección del movimiento es vertical a lo largo del eje y con la dirección positiva hacia arriba. Por tanto la aceleración de caída libre es negativa, es decir, hacia abajo sobre el eje y. Luego en las ecuaciones a = - g. v = v 0 + at = v 0 − gt  1 2 1 2  ∆y = y − y 0 = v 0 t + at = v 0 t − gt 2 2  v 2 − v 20 = 2 ⋅ a ⋅ ∆y = 2 ⋅ ( −g ) ⋅ ∆y = −2 ⋅ g ⋅ ∆y



Ejercicios resueltos de caída libre: 1º) Se lanza un objeto, verticalmente hacia arriba, con una velocidad inicial de 12 m/s. Calcula: a) el tiempo que tarda en llegar al punto más alto; b) la altura máxima que alcanza; c) el tiempo que tardará en alcanzar el punto situado a 5 m por encima. Dato: g = 9,8 m/s2. Respuesta: El objeto se mueve en una línea recta vertical y consideramos que lo hacen sobre el eje OY, siendo el origen O el suelo. Para resolver el problema hay que saber que en el punto más alto la velocidad es cero. v = v0 + at  Tiempo en alcanzar la altura máxima:   v = 0 



 v − v 0 0 − 12 m s = = = 1,2 s t  m − a 9,8 2  s
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2 2 v − v0 = 2a∆y  La altura máxima alcanzada:   v = 0 



2  m v2 − v20 0 − (12 s )  ∆ = = = 7,3 m y  2a 2 −9,8 m2  s 



(



)



Tiempo en alcanzar el punto de posición 5 m:  ∆y = 5 m  2  1 2   5 = 12t − 4,9t  t1 = 0,53 s  m ∆ y = v t + at v = 12   0    0 s 2 2   4,9t − 12t + 5 = 0  t2 = 1,9 s m  a = −g = −9,8 2  s  



Al calcular el tiempo que tarda en alcanzar el punto situado a 5 m, obtenemos dos valores, 0,53 s y 1,9 s, que son los tiempos que tarda en pasar por la altura de 5 m cuando sube y cuando baja. 2º) Se lanza un objeto desde el suelo, verticalmente hacia arriba, con una velocidad inicial de 14,7 m/s. Calcula: a) el tiempo que tarda en caer al mismo punto que partió; b) la velocidad con la que llega al suelo; c) el tiempo que tarda en alcanzar el punto más alto y la altura máxima que alcanza; d) la distancia total recorrida. Respuesta: El objeto se mueve en una línea recta vertical y consideramos que lo hacen sobre el eje OY, siendo el origen O el suelo.



Tiempo total de vuelo:



1 2  ∆y = v0 t + at  2  



 1 0 = v 0 t − gt2 ∆y = 0  2    1 2 m v0 = 14,7 s  v0 t = gt 2   a = −g = −9,8 m2   2v0 s   t total = g 



⇒



t total = 3 s



Velocidad al caer al suelo:



{v = v0 + at total }



  v = 14,7 m  s  0  2v 0  m = − v0 = −14,7 m a = −g = −9,8 s2  v = v0 − g s g   2v t  = 0  total  g



Altura máxima que alcanza y tiempo que tarda:  m 2 v 2 − v20 0 − (14,7 s )  = = 11,0 m  ∆y = 2a 2 −9,8 m2  s  0 − v0 v = 0  = 1,5 s   tsubir = −g a = −g 



v2 − v20 = 2a∆y    v = 0 



{v = v0 + at}



(



)



La distancia total recorrida es la recorrida en subir y en bajar, en total 22 m. 3º) Un vehículo lleva una velocidad constante de 36 km/h y frena con una aceleración de a=-5 m/s2. Calcula: a) la distancia que recorre hasta que se para y el tiempo que tarda en parar; b) lo mismo que en el apartado anterior pero considera que la velocidad inicial es el doble. Respuesta:



La distancia hasta que se para:



2



v −



v20



= 2a∆x



v = 0    km m v0 = 36 h = 10 s    m a = −5 s2 



m −v2 − (10 s ) ∆x = 0 = = 10 m 2a 2 −5 m2 2



(



s



)
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El tiempo hasta que se para:



v = v0 + at



v = 0     km m v0 = 36 h = 10 s    m a = −5 s2 



t parar =



− v0 −10 m s = =2s a −5 m2 s



Si la velocidad inicial es el doble, 72 km/h, calcula la distancia hasta que se para y el tiempo:



2



v −



v20



= 2a∆x



v = v0 + at



v = 0    km m v0 = 72 h = 20 s    m a = −5 s2 



v = 0    km m v0 = 72 h = 20 s    m a = −5 s2 



m −v2 − ( 2 × 10 s ) ∆x = 0 = = 22 × 10 m = 40 m m 2a 2 −5 2



t parar =



2



(



s



)



−v0 −20 m s = = 4s a −5 m2 s



Magnitudes vectoriales y escalares.-



Una partícula confinada a moverse en una línea recta lo hace solamente en dos direcciones. Podemos decir que una dirección es positiva y que la opuesta es negativa. Pero una partícula moviéndose en tres dimensiones con un signo más o menos no sabemos la dirección del movimiento. Por lo que necesitamos una flecha que nos apunte en la dirección del movimiento. Esta flecha es un vector. Un vector tiene magnitud y dirección y sigue ciertas reglas de combinación. Una cantidad vectorial es una cantidad que puede representarse por un vector; es decir, tiene una cuantía que tiene asociada con ella una magnitud y dirección. Algunas cantidades físicas que se representan por vectores son el desplazamiento, velocidad, aceleración fuerza y campo magnético. No todas las cantidades físicas tienen dirección. Como la temperatura, la presión, la energía, la masa y el tiempo. Tales cantidades se llaman escalares y se rigen por las reglas del álgebra. G



G



G



Suma de vectores: s = a + b Los vectores unitarios: Son vectores que tienen de magnitud 1 y sus direcciones son perpendiG G G culares. Están dirigidos hacia las direcciones positivas de los ejes x, y, z. Se denominan i, j,k . Constituyen el sistema de coordenadas de la mano derecha. G G G G G G G G r = rx i + ry j = ( a x + b x ) i + ( a y + b y ) j G G G a = a x i + a y j   r = a + b G G G  G 2 2 b = b x i + b y j   r = ( rx ) + ( ry ) Ejemplo: Si caminamos 3 km hacia el oeste y después 4 km hacia el noreste formando un ángulo de 60º con la horizontal. Determina el desplazamiento resultante. Respuesta: Considera que nos movemos en un sistema de referencia OXY, entonces el primer desplazamiento estará representado por un vector de módulo 3 km y dirección sobre el eje –OX. El segundo vector desplazamiento tendrá un módulo de 4 km y sus componentes serán: sobre el eje OX (4·cos 60º) y sobre el eje OY (4·sen 60º) G G G G G  a = −3i km  r = ( −3 + 4 cos 60º ) i + ( 4 sen 60º ) j G G  G G 2 2 b = 4 cos 60º i + 4 sen 60º j   r = ( −3 + 4 cos 60º ) + ( 4 sen 60º ) = 3,61 km Producto escalar: G G G G aG ⋅ b = aG ⋅ b ⋅ cos α  G   a = a x i + a y j G G G G G G  G π  i ⋅ j = i ⋅ j ⋅ cos = 1 ⋅ 1 ⋅ 0 = 0  b = b x i + b y j 2  



G G G G G G a ⋅ b = a x i + a y j ⋅ bx i + b y j = a x bx + a y by



(



)(



)
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Movimiento en dos dimensiones Posición y desplazamiento:



Una manera general para localizar una partícula o un objeto tipo-partícula es con el vecG tor de posición r , que es un vector que va desde el punto de referencia al objeto. El vector de posición de una partícula situada en un punto P del sistema cartesiano OXY, G G G se expresa por r = rx i + ry j , siendo rx y ry las componentes del vector respecto al centro O. El vector de posición se relaciona con la trayectoria, s, que a su vez depende del tiempo G G mediante: r = r [ s ( t ) ] . Si la partícula se mueve, su vector de posición cambia, pero siempre va dirigido desde el G G G origen O hasta el nuevo punto P’ que tiene de componentes sobre los ejes r’x y r’y : r ' = r 'x i + r 'y j El vector desplazamiento es el vector resultante de la diferencia entre los vectores de posición en dos instantes determinados G G G G G ∆r = r '- r = (r 'x - rx )i + (r 'y - ry ) j Ejemplo: La posición de una partícula en un instante inicial es (-3;2) m y en un instante posterior está en el punto (9;2) m. Escribe los vectores de posición iniciales y finales. Determina el vector desplazamiento G G G G G G G G G  ri = −3i + 2 j m   ∆r = rf - ri = (9 + 3)i + (2 − 2) j = 12i m G G G  G 2  rf = 9i + 2 j m   ∆r = 12 = 12 m Velocidad media:



La velocidad media de una partícula es la relación entre el vector desplazamiento y el tiempo transcurrido en dicho desplazamiento. Si la trayectoria de la partícula es recta o si describe una trayectoria curvilínea. La velocidad media es un vector que tiene la misma dirección y sentido que el vector desplazamiento: G G G G ∆r r2 − r1 vm = = ∆t t2 − t1



Velocidad instantánea:



La velocidad del punto material en un instante dado es igual a la primera derivada del vector de posición del punto con relación al G G G G G G ∆r dr drx G dry G j = v x i + v y j tiempo. = = v = lim v m = lim i+ ∆t → 0 ∆t → 0 ∆ t dt dt dt Para hallar las derivadas rápidamente usamos la siguiente regla: n  x = m ⋅ t    n  y = p ⋅ t 



⇒



(



)



dx d   v = m ⋅ t n = m ⋅ nt n −1  =  x dt dt     v = dy = d p ⋅ t n = p ⋅ nt n −1  y dt dt  



(



)



Ejemplo: Si la ecuación es x = 5·t2, entonces la velocidad instantánea es v = (dx/dt) = 10·t



Como el vector de posición se relaciona con la trayectoria, que a su vez depende del tiempo, la velocidad instantánea también se expresa como el producto del módulo de la velocidad por el vector unitario que nos indica la dirección y sentido de la velocidad: G G G G G dr dr ds G G r = r[s ( t )] ⇒ v = = = ut v dt ds dt



{
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El módulo de la velocidad es G G ∆r ∆s ds v = lim = lim = ∆t → 0 ∆t ∆t → 0 ∆t dt



Ejercicio resuelto de velocidad en dos dimensiones: Una partícula se mueve en el plano OXY, siendo su posición en cada instante de la trayectoria la que viene determinada por las coordenadas (x,y) en metros, expresadas por las expresiones siguientes: x = -0,31·t2 + 7,2·t + 28; y = 0,22·t2 – 9,1·t + 30. Calcula: a) la magnitud y dirección del vector de posición a los 15 s respecto del eje positivo +OX; b) la magnitud y dirección de velocidad instantánea a los 15 s. Respuesta: a) a los 15 s G G G G G r = rx i + ry j = ( −0,31t2 + 7,2t + 28 ) i + ( 0,22t2 − 9,1t + 30 ) j m  rG = ( 66 )2 + ( −57 )2 = 87 m G G G  r = 66i − 57 j m  ry = −41º  θ = arctan r  x



b) Para calcular la magnitud de la velocidad instantánea en el tiempo t = 15 s G 2 2 G dr drx G dry G d ( −0,31t + 7,2t + 28 ) G d ( 0,22t − 9,1t + 30 ) G m v= i+ j= i+ j = dt dt dt dt dt s G G G Gm G v = v x i + v y j = ( −0,62t + 7,2 ) i + ( 0, 44t − 9,1 ) j s m 2 2  vG = ( −2,1 ) + ( −2,5 ) = 3,3 G G  s G v = −2,1i − 2,5 j m s  vy  θ = arctan = −130º vx 



Aceleración media:



La aceleración es una magnitud que nos mide la rapidez de cambio de la velocidad. La aceleración media, que posee un punto material, cuando éste cambia la velocidad instantánea en un intervalo de tiempo como la división entre el incremento del vector velocidad y el tiempo transcurrido en dicho incremento G G G G ∆v v2 − v1 am = = t2 − t1 ∆t Aceleración instantánea:



Se llama aceleración del punto material a una magnitud vectorial que caracteriza el cambio con el tiempo del módulo y de la dirección de la velocidad del punto material. La aceleración del punto material en un instante dado es igual a la primera derivada de la velocidad o a la segunda derivada del vector de posición del punto material con relación al tiempo. G G G G ∆v dv dv x G dv y G dv z G = = a = lim a m = lim i+ j+ k ∆t → 0 ∆t → 0 ∆t dt dt dt dt La aceleración instantánea, en un movimiento curvilíneo, siempre va dirigida hacia la concavidad de la trayectoria.
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Ejemplo: Calcula el vector aceleración a los 15 s, su módulo y dirección, del ejemplo anterior en el que las ecuaciones del movimiento son: x = -0,31·t2 + 7,2·t + 28; y = 0,22·t2 – 9,1·t + 30. G G G G G r = rx i + ry j = ( −0,31t2 + 7,2t + 28 ) i + ( 0,22t2 − 9,1t + 30 ) j m G G Gm G dr drx G dry G = v= i+ j = ( −0,62t + 7,2 ) i + ( 0, 44t − 9,1 ) j dt dt dt s G G G G G G m dv y d ( −0,62t + 7,2 ) d ( 0, 44t − 9,1 ) G G dv dv x a = = i+ j= i+ j = −0,62i + 0, 44 j 2 dt dt dt dt dt s m 2 2 2  aG = ( a x ) + ( a y ) = ( −0,62 ) + ( 0, 44 )2 2 G G G G m  G s a = a x i + a y j = −0,62i + 0, 44 j 2  s  θ = arctan a y = 145º  ax Componentes intrínsecas de la aceleración.-



Como en un movimiento curvilíneo la aceleración instantánea siempre está dirigida hacia la concavidad de la curva, se puede descomponer en dos componentes, llamadas componentes intrínsecas de la aceleración. Estas componentes son la tangente a la trayectoria y la normal a la trayectoria que está dirigida hacia el centro de la curvatura.



G G G G d v G G dv G G d G G v2 G G dut d v G a = ut + v ut + un = a t + a n = = [ v ut ] = dt dt dt dt dt R G G G G G d v G an = a − at = a − u dt t



Significado físico de las componentes intrínsecas de la aceleración: La aceleración tangencial G d v G nos mide los cambios en magnitud del módulo de la velocidad o celeridad. La aceleraat = dt G v2 ción normal a n = nos mide los cambios en la dirección de la velocidad. R



Demostración: Consideremos una sección de la trayectoria curvilínea. En cada instante el vector velocidad es siempre tangente a la trayectoria y el vector aceleración está dirigido hacia la concavidad de la trayectoria. La aceleración mide la rapidez de los cambios de velocidad, es decir, los cambios de la celeridad o de la dirección de la velocidad o de los dos. La rapidez de cambio en el módulo de la velocidad (la celeridad) se denomina aceleración tangencial. La rapidez de cambio en la dirección del vector velocidad se denomina aceleración centrípeta o normal. Demostración de que el vector resultante de la derivada del vector unitario tangente respecto del tiempo es perpendicular al propio vector unitario tangente: G G G G G G G G G dut G dut  G dut G dut  ut ⋅ ut = 1 ⇒ d ( ut ⋅ ut ) = 0 ⇒ u + ut = 2  ut ⋅ = 0 ⇒ ut ⊥ dt t dt dt  dt  s G G G d   v G dut dut G dθ G R G = un = un =   un = u dt dt dt dt R n



Movimiento curvilíneo con aceleración constante:



En los movimientos curvilíneos con aceleración la velocidad y la posición en cualquier instante viene dada por las siguientes ecuaciones: G G G v = v0 + at ;



G G G 1G r = r0 + v 0 t + at2 2
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G  vG = dr    dt G G  G G   dr = v ⋅ dt = [ v0 + at ] ⋅ dt  G G  G 1G  r = r0 + v0 t + at2    2



G  aG = dv    dt  G G   dv = a ⋅ dt  G G G  v = v + at  0    



Por lo que el movimiento está siempre en un plano y la trayectoria es una parábola G G G G G G v = v 0 + at { v en plano de v 0 y a } G G 1G ∆r = v0 t + at2 2



G



G



G



{ ∆r en plano de v0 y a }



Ejemplos de movimientos curvilíneos:



Si consideramos una caída vertical, un lanzamiento hacia arriba formando un ángulo con la horizontal, etc., son todos movimientos con aceleración constante, que es la de la gravedad. Si el origen del sistema de referencia, O, está en el suelo, el eje de ordenadas OY es positivo hacia arriba y el origen de tiempos t0=0, la aceleración del movimiento tendrá de valor ay = -g = -9,8 m/s2. El movimiento se desarrolla sobre el plano OXY y la ecuación de la trayectoria es una parábola G G G G  v0 = v 0x i + v0y j   aG = dv  G G G  G G G G G G    dt    v0 = ( v0 cos α ) i + ( v0 sen α ) j  { v = ( v 0x i + v0y j ) − gt j = v0x i + ( v 0y − gt ) j G G  vG = vG 0 + at   G   a = −g j  G G G  v x = v0x = v0 cos α v = vx i + vy j   v y = v 0y − gt = v0 sen α − gt G  vG = dr    dt G G  rx = r0x + v x t = r0x + v0x t = r0x + v 0 t cos α G G  G G G r r i r = + = ⋅ = + ⋅ dr v dt v at dt [ ]    0 x yj 1 2 1 2 G G   ry = r0y + v0y t − 2 gt = r0y + v0 t sen α − 2 gt G 1G 2  r = r0 + v 0 t + at    2 Ecuación de la parábola: r0x = r0y = 0



 x = v0x t     1 2  y = v0y t − 2 gt 



x  1  x 2 v0y 1 g 2 y = v0y   − 2g v  = v x − 2 2 x v  0x   0x  v0x 0x



Movimiento parabólico: Sea un tiro parabólico de velocidad inicial 100 m/s formando un ángulo de 30º con la horizontal. El tiempo de vuelo es el tiempo que tarda en caer al suelo (ry = 0), que es el mismo tiempo que tarda en llegar al punto más alejado, o alcance. La altura máxima se alcanza cuando la componente de la velocidad vertical es cero (vy = 0), que coincide con un tiempo que es la mitad del tiempo de vuelo. vi (m/s) Ángulo (grados) Tiempo vuelo (s) Alcance (m) Altura máxima (m) 100



30



10,20



883,70



127,55



t (s)



rx (m)



ry (m)



vx (m/s)



vy (m/s)



0



0



0



86,60



50,00



1,02



88,37



45,92



86,60



40,00



2,04



176,74



81,63



86,60



30,00



3,06



265,11



107,14



86,60



20,00



4,08



353,48



122,45



86,60



10,00



5,10



441,85



127,55



86,60



0,00



6,12



530,22



122,45



86,60



-10,00



7,14



618,59



107,14



86,60



-20,00



8,16



706,96



81,63



86,60



-30,00



9,18



795,33



45,92



86,60



-40,00



10,20



883,70



0,00



86,60



-50,00
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Tiro parabólico 140 120



y (m)



100 80 60 40 20 0 0



100



200



300



400



500



600



700



800



900



1000



x (m)



Movimiento circular:



Para describir el movimiento circular lo podemos hacer de dos formas: –



Considerando que la partícula va recorriendo una distancia a lo largo del arco de la circunferencia



–



Considerando que la partícula va describiendo un ángulo que barre, que en cada vuelta completa es de 360º ó 2π radianes.



La relación entre el arco y el ángulo viene dada porque el arco descrito es el resultado de multiplicar el ángulo (en radianes) por el radio de la circunferencia.



{



Longitud de la circunferencia: 2πR = 2π × R arco = ángulo × R   arco = ángulo × R  d ( arco ) d s La velocidad en el movimiento circular:  v = = dt dt  d ángulo × R ) d ( ángulo ) (  = ×R = ω⋅R  v = dt dt



Movimiento circular uniforme: Si un objeto describe un movimiento circular uniforme, la velocidad angular es constante, ya que el tiempo que tarda en dar una vuelta es siempre el mismo. Este tiempo se llama período, T, y se mide en segundos. El inverso del período es el número de vueltas que da en un segundo, y se llama frecuencia, f, su unidad es el Hertz Hz (hercios): d ( ángulo ) ∆θ θ − θ0 2π = = = = 2πf ∆t dt t T 2π 2πR ×R = v = ω× R = T T



ω = cte. =



Aunque el objeto lleva velocidad angular constante, al describir la trayectoria circular va cambiando continuamente la dirección de la velocidad, por lo que posee una aceleración asociada al cambio de dirección de la velocidad y no al módulo de la velocidad. La aceleración asociada al cambio en el módulo de la velocidad se le llama aceleración centrípeta o aceleración normal. G G G dv G G G d dv G du a = = ut + v t = a t + a n ( vut ) = dt dt dt dt v2 an = = ω2R R
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G dv G La aceleración tangencial a t = u nos mide los cambios en magnitud del módulo de la dt t v2 velocidad o celeridad. La aceleración normal a c = nos mide los cambios en la dirección de la R velocidad.



Relación entre arco recorrido y ángulo descrito: ∆θ = ωt



 ∆θ ⋅ R = ω ⋅ R ⋅ t   ∆s = ω ⋅ R ⋅ t = v ⋅ t



Movimiento circular no uniforme: La velocidad angular ahora no es constante y, por tanto, la partícula posee aceleración angular. Consideraremos solamente el caso de aceleración angular constante. arco = ángulo × R



d ( arco ) d ( ángulo × R ) d ( ángulo )  = = ×R v = dt dt dt   v = ω ⋅ R



G G G dv dv G G G dv G d ut a = ut = ut + v = = at + an dt dt dt dt



dv d(ω ⋅ R)  dω   = ⋅R = α⋅R  at = d t = dt  dt    a = ω2 ⋅ R  n



 ω = ω0 + αt  Si la aceleración angular es constante:  1 2  ∆θ = ω0 t + 2 αt



Demostración:  α = ω − ω0    t    ω = ω0 + αt   ∆θ = ω t =  ω0 + ω  t =  ω0 + ω0 + αt  t = ω t + 1 αt2   ω = ω0 + αt   2    m 0 2 2         2 2   1 2  ⇒ ω − ω0 = 2α∆θ ∆θ = ω + α t t 1 0 2     2  ∆θ = ω0 t + 2 αt 



Relación entre arco recorrido y ángulo descrito: ω = ω0 + αt



 ω ⋅ R = ω0 ⋅ R + α ⋅ R ⋅ t   v = v0 + a t ⋅ t



1 ∆θ = ω0 t + αt2 2



 ∆θ ⋅ R = ω ⋅ R ⋅ t + 1 α ⋅ R ⋅ t2 ( 0 ) ( )  2   ∆s = v 0 t + 1 a t t 2  2



Problemas resueltos de movimiento circular: 1º) Un objeto viaja describiendo una circunferencia horizontal de radio 90 m. El objeto incrementa su velocidad uniformemente con una aceleración de 2,1 m/s2. Si partió del reposo, determina el tiempo necesario para que alcance la aceleración de 2,4 m/s2 y la velocidad en ese instante. Respuesta: El objeto describe una circunferencia y aumenta su velocidad constantemente, luego posee una aceleración tangencial, por aumentar su velocidad lineal, y una aceleración normal, por cambiar su dirección.



2



a =



a 2t



+



a 2n



dv  m a t = dt = 2,1 s2    2 a = v   n R 



v = v0 + a t t = 2,1t    2 2  ( 2,1t ) v 2 = = 0,049t  a n = R 90 m  
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 2 m a = 2, 4 s2  t = 4,87 s  m v = 10,2 s 
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) = (2,1 ) + (0,049t )  2



m s2



2



2 2



    



2º) Un satélite describe un movimiento circular alrededor de la Tierra a una altitud de 200 km sobre la superficie. A esa altitud la aceleración de caída libre es de 9,2 m/s2. Calcula la velocidad orbital del satélite y el tiempo que tarda en dar una vuelta a la Tierra. Respuesta: Al ser un movimiento circular uniforme alrededor de la Tierra la aceleración normal es la misma que la aceleración de la gravedad g = an =



v2 v2 = R RT + h



(



)



v = g R + h = 9,2 m 6,37 ⋅ 106 m + 200 ⋅ 103 m = 7770 m ( T ) s  s2   2π 6,37 ⋅ 106 m + 200 ⋅ 103 m t = 2π ( R T + h ) = = 5313 s = 1, 48 h  v 7770 m s 



(



)



Movimiento relativo a velocidades bajas.- Siempre que analicemos el movimiento de una partícula lo haremos con respecto a un Sistema de Referencia. La velocidad de una partícula, como veremos, depende del sistema de referencia que utilicemos. P r’ r O



R



O’



Sean los dos Sistemas de Referencia OXYZ y O’X’Y’Z’, cuyos centros O y O’ se encuentran a una distancia RO’O. Una partícula situada en un punto P tendrá de coordenadas (x,y,z) para el primer sistema OXYZ y (x’,y’,z’) para el segundo O’X’Y’Z’. Los vectores de posición y las velocidades instantáneas de la partícula en un sistema y en otro están relacionados por: G G G G G G  rO = R O'O + r 'O' ⇒ r ' = r − R G G G  v ' = v − VO'O ⇒  aG ' = aG − aG relativa  G G G Si a relativa = 0 ⇒ a ' = a  x ' = x − Vx ⋅ t y' = y − V ⋅ t y  Transformaciones Galileanas (sistemas inerciales)  z ' z V = − z ⋅t   t ' = t Si la velocidad relativa de un sistema respecto de otro es constante o cero las aceleraciones son iguales. G G G rO = r 'O' + R O'O



v '+ VO'O v = (velocidades altas)  ( v '× VO'O ) 1+ ⇒ 2 G G G c  v = v '+ VO'O (velocidades bajas)



Si v '  c; VO'O  c
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Problemas de “Movimiento rectilíneo” 1) Una bola se lanza verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial de 50 m/s. Dos segundos más tarde se lanza otra con la misma velocidad. ¿Dónde y cuando se encuentran? ¿Cuál es su velocidad cuando se encuentran?. [122,7 m; 6,10 s; -9,78 m/s y +9,82 m/s] 2) Un cuerpo se está moviendo a lo largo de una línea recta de acuerdo a la ley x = 16t - 6t2, donde x se mide en metros y t en segundos. a) Encuentra la posición del cuerpo en el tiempo t= 1s. b) ¿En qué tiempo pasa el origen?. c) calcula la velocidad promedio en el intervalo de tiempo de 0 a 2 s. d) Encuentra la expresión general para la velocidad promedio en el intervalo t0 
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