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Description


Distribuciones  de  Probabilidad  Multivariantes     Que   tan   común   es   encontrarse   con   problemas   que   dependen   de   múltiples   variables   al   mismo  tiempo?     Que  ocurre  cuando  un  problema  esta  representado  por  el  comportamiento  simultaneo  de   múltiples  variables?             Como  podríamos  resolver  el  siguiente  problema:     En  un  laboratorio  están  experimentando  con  una  bacteria  mortal,  suponga  que  una  persona   que  esta  en  contacto  con  dicha  bacteria  se  contamina  con  una  probabilidad  p.  Si  él  numero   de  científicos  que  entran  al  laboratorio  tiene  una  distribución  de  PP( λ )  y  ocurre  un  accidente   en  el  laboratorio  con  el  cual  se  libera  la  bacteria:     a)   ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  nadie  se  contagie?   b)   Cuál  es  la  probabilidad  de  que  se  contagien  i  personas?     Supongamos  el  ejemplo  clásico  del  lanzamiento  de  dos  dados  de  6  caras.  Si  definimos  a     𝑌" = 𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜  𝑑𝑒  𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑑𝑜  𝑜𝑏𝑡𝑒𝑛𝑖𝑑𝑜  𝑒𝑛  𝑒𝑙  𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑟  𝑑𝑎𝑑𝑜   𝑌4 = 𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜  𝑑𝑒  𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑑𝑜  𝑜𝑏𝑡𝑒𝑛𝑖𝑑𝑜  𝑒𝑛  𝑒𝑙  𝑠𝑒𝑔𝑢𝑛𝑑𝑜  𝑑𝑎𝑑𝑜     tendríamos   un   espacio   muestral   conformado   por   36   eventos,   los   cuales   estarían   definidos   por  las  duplas  del  tipo   𝑌" , 𝑌4 = 1,1 1,2 1,3 ⋯ 6,5 6,6     En  un  dado  no  cargado  (“Justo”)  la  probabilidad  de  la  ocurrencia  de  cada  evento  para  este   ejemplo  seria  la  misma   1 36 .     A   continuación   vemos   una   representación   grafica   de   la   función   de   probabilidad   bivariante   en  términos  de   𝑌" , 𝑌4    



 



 



 



Para  variables  aleatorias  discretas  definimos:     Sean   𝑌"   y   𝑌4   dos   variables   aleatorias   discretas.   La   función   de   probabilidad   conjunta   o   bivariante  para    𝑌"  y  𝑌4  esta  dada  por:     𝑃  𝑦" , 𝑦4 = 𝑃  𝑌" = 𝑦" , 𝑌4 = 𝑦4  con  −∞ < 𝑦" < ∞  ;  −∞ < 𝑦4 < ∞     Y  se  deben  cumplir  las  siguientes  condiciones:     Ø   𝑃  𝑦" , 𝑦4 ≥ 0  𝑝𝑎𝑟𝑎  𝑡𝑜𝑑𝑎  𝑦" , 𝑦4     Ø   ∀FH ∀FG 𝑃  𝑦" , 𝑦4 = 1      Por  ejemplo  para  el  caso  de  los  dos  dados:     𝑃 2 ≤ 𝑌" ≤ 3,1 ≤ 𝑌4 ≤ 2 = 𝑃 2,1 + 𝑃 2,2 + 𝑃 3,1 + 𝑃 3,2 = 4 36     La  función  de  distribución  conjunta  𝐹 𝑦" , 𝑦4  es:     FH FG 𝐹 𝑦" , 𝑦4 = 𝑃 𝑌" ≤ 𝑦" , 𝑌4 ≤ 𝑦4 = QNOP MNOP 𝑃  𝑌" = 𝑎, 𝑌4 = 𝑏       con  −∞ < 𝑦" < ∞  ;  −∞ < 𝑦4 < ∞     Continuando  con  el  ejemplo  de  los  dos  dados  calcular  𝐹 −1,2  y  𝐹 1.5  ,2     Teniendo  en  cuenta  que  para  este  caso  𝑦"  toma  valores  entre  1  y  6  entonces:     𝐹 −1,2 = 𝑃 𝑌" ≤ −1, 𝑌4 ≤ 2 = 0     Para  el  segundo  caso  tenemos:     𝐹 1.5  ,2 = 𝑃 𝑌" ≤ 1.5  , 𝑌4 ≤ 2 = 𝑃 1,1 + 𝑃 1,2 = 2 36    



Para  variables  aleatorias  continuas    definimos:  



  Sean   𝑌"   y   𝑌4   dos   variables   aleatorias   continuas   con   función   de   distribución   conjunta   𝐹 𝑦" , 𝑦4 .  Si  existe  una  función  no  negativa  𝑓 𝑦" , 𝑦4 ,  tal  que     FH



FG



𝑓 𝑡" , 𝑡4 d𝑡4 𝑑𝑡"    



𝐹 𝑦" , 𝑦4 =  



OP OP



Para   toda   −∞ < 𝑦" < ∞  ;  −∞ < 𝑦4 < ∞,   entonces   se   dice   que   𝑌"   y   𝑌4   son   variables   aleatorias   conjuntas.   La   función   𝑓 𝑦" , 𝑦4 recibe   el   nombre   de   función   de   densidad   de   probabilidad  conjunta.     Se  debe  cumplir  que:     Ø    𝐹 −∞, −∞ = 𝐹 𝑦" , −∞ = 𝐹 −∞, 𝑦4 = 0     Ø   𝐹 ∞, ∞ = 1     Ø   𝑓 𝑦" , 𝑦4 ≥ 0  𝑝𝑎𝑟𝑎  𝑡𝑜𝑑𝑎  𝑦" , 𝑦4       P P Ø   OP OP 𝑓 𝑡" , 𝑡4 𝑑𝑡"  d𝑡4 = 1     De   la   misma   forma   que   se   veía   para   el   caso   continuo   univariante,   en   el   caso   continuo   bivariante,  el  área  bajo  la  curva  representa  una  probabilidad.    De  esta  forma       QG MG



𝑓 𝑡" , 𝑡4 𝑑𝑡"  d𝑡4  



𝑃 𝑎" ≤ 𝑌" ≤ 𝑎4 , 𝑏" ≤ 𝑌4 ≤ 𝑏4 = QH MH



  Esta  probabilidad  correspondería  al  área  bajo  la  curva  de  la  siguiente  grafica:    



 



   



    Ejemplo:     Suponga  que  una  partícula  radioactiva  se  localiza  aleatoriamente  en  un  cuadrado  con  lados   de   longitud   unitaria.   Esto   es,   si   se   consideran   dos   regiones   de   igual   área   y   dentro   del   cuadrado  unitario  es  igualmente  probable  que  la  partícula  se  encuentre  en  cualquiera  de   las   dos.   Denote   con   𝑌"   y   𝑌4   las   coordenadas   de   la   ubicación   de   la   partícula.   Un   modelo   razonable  para  el  histograma  de  frecuencia  relativa  para  𝑌"  y  𝑌4  es  la  análoga  bivariante  de   la  función  de  densidad  uniforme  univariente:  



  𝑓 𝑦" , 𝑦4 =  



 



1                        0 ≤ 𝑦" ≤ 1  ;  0 ≤ 𝑦4 ≤ 1,



 



0                                                                                                d. l. c.



Ø   Trace  la  superficie  de  densidad  de  probabilidad.    



 



    Ø   Encuentre  𝐹 0.2,0.4   W.4 W.X



𝑓 𝑦" , 𝑦4 d𝑦4 𝑑𝑦"    



𝐹 0.2,0.4 = W.4 W.X



=



OP OP



1 ∗ d𝑦4 𝑑𝑦"   = 0.08   W



W



  La   probabilidad   que   buscamos   corresponde   a   la   región   sombreada  en  la  grafica.     Ø   Encuentre  𝑃 0.1 ≤ 𝑌" ≤ 0.3    , 0 ≤ 𝑌4 ≤ 0.5     W.\ W.[



𝑓 𝑦" , 𝑦4 d𝑦4 𝑑𝑦"    



𝑃 0.1 ≤ 𝑌" ≤ 0.3    , 0 ≤ 𝑌4 ≤ 0.5 =



W." W W.\ W.[



=   Ejemplo:    



1 ∗ d𝑦4 𝑑𝑦"   = 0.1   W." W



Se  ha  de  almacenar  gasolina  en  un  enorme  tanque  una  vez  al  principio  de   cada  semana  y  luego  se  vende  a  clientes  individuales.  Denote  con  𝑌"  el   nivel   de   gasolina   (proporción)que   alcanza   el   tanque   después   de   surtirlo.   Debido  a  suministros  limitados,  𝑌"  varia  de  una  semana  a  otra.  Denote   con  𝑌4  la  proporción  de  la  capacidad  del  tanque  que  se  vende  durante  la   semana.   Como   𝑌"   y   𝑌4   son   proporciones,   estas   dos   variables   toman   valores  entre  0  y  1.  Además,  la  cantidad  de  gasolina  vendida,  𝑦4   no  puede   ser   mayor   que   la   cantidad   disponible   𝑦" .   Suponga   que   la   función   de   densidad  conjunta  para  𝑌"  y  𝑌4  esta  dada  por:     3𝑦"                        0 ≤ 𝑦4 ≤ 𝑦" ≤ 1  ;   𝑓 𝑦" , 𝑦4 =   0                                                                                    d. l. c.   En  la  siguiente  figura  se  muestra  una  grafica  de  esta  función:    



 



    Encuentre  la  probabilidad  de  que  menos  de  la  mitad  del  tanque  tenga   gasolina  y  mas  de  un  cuarto  del  tanque  se  venda.     "



𝑃 0 ≤ 𝑌" ≤ 0.5    ,



 



3𝑦"   ∗ d𝑦4 𝑑𝑦"   = 5 128  



𝑌4 > 0.25 = "



 



4 FH



X



"



X



Distribución  de  Probabilidad  Marginal  y  Condicional     Definición:     a)   Sean   𝑌"   y   𝑌4   variables   aleatorias   discretas   conjuntas   con   función   de   probabilidad   𝑝 𝑦" , 𝑦4 .   Entonces   las   funciones   de   probabilidad   marginal   de   𝑌"   y   𝑌4 ,   respectivamente  están  dadas  por:     𝑝" 𝑦" = ∀FG 𝑝 𝑦" , 𝑦4          y          𝑝4 𝑦4 = ∀FH 𝑝 𝑦" , 𝑦4  



  b)   Sean   𝑌"   y   𝑌4   variables   aleatorias   continuas   conjuntas   con   función   de   densidad   conjunta   𝑓 𝑦" , 𝑦4 .   Entonces   las   funciones   de   densidad   marginal   de   𝑌"   y   𝑌4 ,   respectivamente  están  dadas  por:     P P 𝑓" 𝑦" = OP 𝑓 𝑦" , 𝑦4 𝑑𝑦4                y                  𝑓4 𝑦4 = OP 𝑓 𝑦" , 𝑦4 𝑑𝑦"   Ejemplo:     De  un  grupo  de  tres  republicanos,  dos  demócratas  y  uno  independiente  se  ha  de  seleccionar   aleatoriamente  un  comité  de  dos  personas.  Denote  con  𝑌"  el  numero  de  republicanos  y  con   𝑌4  el  numero  de  demócratas  del  comité.  Encuentre  la  función  de  probabilidad  conjunta  de   𝑌"  y  𝑌4  y  luego  encuentre  la  función  de  probabilidad  marginal  de  𝑌" .     Este  caso  tiene  un  comportamiento  similar  al  estudiado  par  la  distribución  hipergeometrica.     Comencemos  con  un  caso  especifico:     3 2 1 6 𝑃 𝑌" = 1,      𝑌4 = 1 = 𝑃 1,1 = 1 1 0 =   6 15 2   Para  el  caso  marginal  de  𝑌"  un  ejemplo  seria:     9 𝑃 𝑌" = 1 = 𝑃" 1 = 𝑃 1,0 + 𝑃 1,1 + 𝑃 1,2 =   15   Continuando   de   la   misma   forma   se   podría   construir   la   siguiente   tabla   que   representa   la   función  de  probabilidad  conjunta:       𝑦"     𝑦4   0   1   2   Total   3 3 𝟔 0   0         15 15 𝟏𝟓 2 6 𝟖 1   0         15 15 𝟏𝟓 1 𝟏 2   0   0       15 𝟏𝟓 𝟑 𝟗 𝟑 Total   𝟏         𝟏𝟓 𝟏𝟓 𝟏𝟓   Es  importante  observar  que  los  valores  presentados  en  los  totales  corresponden  a  la  función   de  probabilidad  marginal.  



    Ejemplo:     Sea:     2𝑦"



𝑓 𝑦" , 𝑦4 =



0 ≤ 𝑦" ≤ 1,



0                  



0 ≤ 𝑦4 ≤ 1  



 



𝑒𝑛  𝑐𝑢𝑎𝑙𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟  𝑜𝑡𝑟𝑜  𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜



  Grafique  𝑓 𝑦" , 𝑦4  y  encuentre  las  funciones  de  densidad  marginal  para  𝑌"  y  𝑌4 .    



 



   



P



𝑓" 𝑦" =



"



OP



  𝑓" 𝑦" =    



W



2𝑦"                                             0



𝑓 𝑦" , 𝑦4 𝑑𝑦" =



0



2𝑦" 𝑑𝑦" = 1   W



1                                                     𝑓4 𝑦4 =



 



"



OP



 



0 ≤ 𝑦" ≤ 1  



𝑒𝑛  𝑐𝑢𝑎𝑙𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟  𝑜𝑡𝑟𝑜  𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜



P



𝑓4 𝑦4 =



   



2𝑦" 𝑑𝑦4 = 2𝑦"  



𝑓 𝑦" , 𝑦4 𝑑𝑦4 =



0 ≤ 𝑦4 ≤ 1  



𝑒𝑛  𝑐𝑢𝑎𝑙𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟  𝑜𝑡𝑟𝑜  𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜



 



  Definición:     Si    𝑌"  y  𝑌4  son  variables  aleatorias  discretas  conjuntas  con  función  de  probabilidad    conjunta   𝑝 𝑦" , 𝑦4  y  funciones  de  probabilidad  marginal  𝑝" 𝑦"  y  𝑝4 𝑦4 ,  respectivamente,  entonces   la  función  de  probabilidad  discreta  condicional  de  𝑌"  dada  𝑌4  es:     g hH NFH ,hG NFG g F ,F 𝑦 𝑌 = 𝑦" �� " 𝑦4 = 𝑝 " = H G        siempre  que  𝑝4 𝑦4 > 0   𝑌4 = 𝑦4 = g hG NFG gG FG   Ejemplo:     Continuando  con  el  ejemplo  del  comité  de  demócratas  y  republicanos,  calcule:     4 g W," " 𝑌 =0 "[ a)   𝑝 " = = =   i 𝑌4 = 1 gG " X "[   j g "," \ 𝑌 =1 "[ b)   𝑝 " = = =   i 𝑌4 = 1 gG " X "[   g 4," W 𝑌 ≥2 c)   𝑝 " 𝑌4 = 1 = gG " = i "[ = 0     Definición:     Si  𝑌"  y  𝑌4  son  variables  aleatorias  continuas  conjuntas  con  función  de  densidad  conjunta    𝑓 𝑦" , 𝑦4  ,  entonces  la  función  de  distribución  condicional  de  𝑌"  dado  que  𝑌4 = 𝑦4  es:     𝑦 𝑌 ≤ 𝑦" 𝐹 " 𝑦4 = 𝑃 " 𝑌4 = 𝑦4     Sean   𝑌"   y   𝑌4   variables   aleatorias   continuas   conjuntas   con   densidad   conjunta   𝑓 𝑦" , 𝑦4   y   densidades  marginales  𝑓" 𝑦"  y  𝑓4 𝑦4 ,  respectivamente.  Para  cualquier  𝑦4  tal  que  𝑓4 𝑦4 > 0,  la  densidad  condicional  de  𝑌"  dada  𝑌4 = 𝑦4  esta  dada  por:     𝑓 𝑦" , 𝑦4 𝑦 𝑓 " 𝑦4 =   𝑓4 𝑦4   y,  para  cualquier  𝑦"  tal  que  𝑓" 𝑦" > 0,  la  densidad  condicional  de  𝑌4  dada  𝑌" = 𝑦"  esta   dada  por:     𝑓 𝑦" , 𝑦4 𝑦 𝑓 4 𝑦" =   𝑓" 𝑦"    



Ejemplo:     Una   maquina   automática   expendedora   de   bebidas   tiene   una   cantidad   aleatoria   𝑌4   de   bebida  en  existencia  al  principio  de  un  día  determinado  y  dosifica  una  cantidad  aleatoria  𝑌"   durante   el   día   (con   cantidades   expresadas   en   galones).   La   maquina   no   se   reabastece   durante  el  día  y  en  consecuencia,  𝑌" ≤ 𝑌4 .  Se  ha  observado  que  𝑌"  y  𝑌4  tienen  una  densidad   conjunta  dada  por:       1                        0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦 ≤ 2  ;   " 4 2 𝑓 𝑦" , 𝑦4 =      



0                                                                                    d. l. c. a)   Encuentre  la  densidad  condicional  de  𝑌"  dada  𝑌4 = 𝑦4   P



𝑓 𝑦" , 𝑦4 𝑑𝑦"  



𝑓4 𝑦4 =  



OP



Luego    



FG



1 𝑓4 𝑦4 =



W



𝑓



𝑦"



𝑦4 =



k FH ,FG kG FG



=



" "



4 4 FG



     



=



" FG



         0 ≤ 𝑦" ≤ 𝑦4  



    b)   Evalué  la  probabilidad  de  que  se  venda  menos  de  1 2  galón,  dado  que  la  maquina   contiene  1.5  galones  al  empezar  el  día.   𝑌" ≤ 1 2 𝑃 𝑌4 = 1.5 =



 



 



0                                                                                    d. l. c.



  Ahora      



 



1 𝑦                      0 ≤ 𝑦 ≤ 2  ;   4 2 𝑑𝑦" = 2 4



"



W



4



1 1 𝑑𝑦" =   1.5 3



  Variables  Aleatorias  Independientes     Definición:     Sea   𝑌"   que   tiene   una   función   de   distribución   𝐹" 𝑦"   y   sea   𝑌4   que   tiene   una   función   de   distribución   𝐹4 𝑦4   y   𝐹 𝑦" , 𝑦4   es   la   función   de   distribución   conjunta   de   𝑌"   y   𝑌4 .   Entonces   se  dice  que  𝑌"  y  𝑌4  son  independientes  si  y  solo  si:     𝐹 𝑦" , 𝑦4 = 𝐹" 𝑦" 𝐹4 𝑦4     para  todo  par  de  números  reales   𝑦" , 𝑦4 .  Si  𝑌"  y  𝑌4  no  son  independientes,  se  dice  que  son   dependientes.     Teorema:     Ø   Si   𝑌"   y   𝑌4   son   variables   aleatorias   discretas   con   función   de   probabilidad   conjunta   𝑝 𝑦" , 𝑦4   y   funciones   de   probabilidad   marginal   𝑝" 𝑦"   y   𝑝4 𝑦4 ,   respectivamente,   entonces  𝑌"  y  𝑌4  son  independientes  si  y  solo  si:     𝑝 𝑦" , 𝑦4 = 𝑝" 𝑦" 𝑝4 𝑦4     para  todo  par  de  números  reales   𝑦" , 𝑦4 .     Ø   Si  𝑌"  y  𝑌4  son  variables  aleatorias  continuas  con  función  de  densidad  conjunta  𝑓 𝑦" , 𝑦4   y  funciones  de  densidad  marginal  𝑓" 𝑦"  y  𝑓4 𝑦4 ,  respectivamente,  entonces  𝑌"  y  𝑌4   son  independientes  si  y  solo  si:     𝑓 𝑦" , 𝑦4 = 𝑓" 𝑦" 𝑓4 𝑦4     para  todo  par  de  números  reales   𝑦" , 𝑦4 .     Ejemplo:     Sea     6𝑦" 𝑦44 0 ≤ 𝑦" ≤ 1, 0 ≤ 𝑦4 ≤ 1   𝑓 𝑦" , 𝑦4 =   0                   𝑒𝑛  𝑐𝑢𝑎𝑙𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟  𝑜𝑡𝑟𝑜  𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜   Demuestre  que  𝑌"  y  𝑌4  son  independientes  



"



6𝑦" 𝑦44 𝑑𝑦4 = 2𝑦"                      0 ≤ 𝑦" ≤ 1  ;  



𝑓" 𝑦" =



W



 



0                                                                                    d. l. c.



   



"



6𝑦" 𝑦44 𝑑𝑦" = 3𝑦44                      0 ≤ 𝑦4 ≤ 1  ;  



𝑓4 𝑦4 =



W



 



0                                                                                    d. l. c.   Luego,  𝑓" 𝑦" 𝑓4 𝑦4 = 2𝑦" 3𝑦44 = 6𝑦" 𝑦44 =  𝑓 𝑦" , 𝑦4  entonces  queda  demostrado   que  son  independientes.    



  Valor  Esperado  de  una  función  de  variables  aleatorias  



  Definición:     Sea  𝑔 𝑌" , 𝑌4 , 𝑌\ , ⋯ 𝑌l  una  función  de  las  variables  aleatorias  discretas,  𝑌" , 𝑌4 , 𝑌\ , ⋯ 𝑌l  que   tienen   función   de   probabilidad   𝑝 𝑦" , 𝑦4 , ⋯ 𝑦l .   Entonces   el   valor   esperado   de   𝑔 𝑌" , 𝑌4 , 𝑌\ , ⋯ 𝑌l  es:     𝐸 𝑔 𝑌" , 𝑌4 , 𝑌\ , ⋯ 𝑌l



=



𝑔 𝑦" , 𝑦4 , ⋯ 𝑦l 𝑝 𝑦" , 𝑦4 , ⋯ 𝑦l  



⋯ ∀Fn



∀FG ∀FH



  Si   𝑌" , 𝑌4 , ⋯ 𝑌l   son   variables   aleatorias   continuas   con   función   de   densidad   conjunta   𝑓 𝑦" , 𝑦4 , ⋯ 𝑦l ,  entonces:     P



𝐸 𝑔 𝑌" , 𝑌4 , 𝑌\ , ⋯ 𝑌l



=



𝑓 𝑦" , 𝑦4 =   Encuentre  𝐸 𝑌" 𝑌4  



P



𝑔 𝑦" , 𝑦4 , ⋯ 𝑦l 𝑓 𝑦" , 𝑦4 , ⋯ 𝑦l 𝑑 𝑦" 𝑑𝑦4 ⋯ 𝑑𝑦l  



⋯ OP



  Ejemplo:     Sea  



P



OP OP



2𝑦" 0                  



0 ≤ 𝑦" ≤ 1,



0 ≤ 𝑦4 ≤ 1  



𝑒𝑛  𝑐𝑢𝑎𝑙𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟  𝑜𝑡𝑟𝑜  𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜



 



 



" "



𝐸 𝑌" 𝑌4 = W W



  Encuentre  𝐸 𝑌"  



" "



𝐸 𝑌" = W W



Encuentre  𝐸 𝑌4  



" "



𝐸 𝑌4 = W W



  Encuentre  𝑉𝑎𝑟 𝑌"    



2 𝑦" 2𝑦" 𝑑𝑦" 𝑑𝑦4 =   3 1 𝑦4 2𝑦" 𝑑𝑦" 𝑑𝑦4 =   2



𝑉𝑎𝑟 𝑌" = 𝐸 𝑌"4 − 𝐸 𝑌"



 



P



𝑓" 𝑦" = OP



𝑓" 𝑦" =  



2𝑦"                                             0



⇒𝐸



=



𝑉𝑎𝑟 𝑌" = 𝐸



𝑦"l



𝑦" 𝑑𝑦" =



OP



W



𝑌"4



2𝑦" 𝑑𝑦4 = 2𝑦"  



− 𝐸 𝑌"



   



0 ≤ 𝑦" ≤ 1  



 



𝑒𝑛  𝑐𝑢𝑎𝑙𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟  𝑜𝑡𝑟𝑜  𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 "



𝑦"l 𝑓"



⇒  



W



P



𝑌"l



4



"



𝑓 𝑦" , 𝑦4 𝑑𝑦4 =



 



Luego    



1 𝑦" 𝑦4 2𝑦" 𝑑𝑦" 𝑑𝑦4 =   3



4



2𝑦"lq4 2𝑦" 𝑑𝑦" = 𝑘+2



2 2 = − 2+2 1+2



4



=



"



= W



2   𝑘+2



2 4 1 − =   4 9 18



Teoremas  Especiales     Sea  c  una  constante.  Entonces:    



𝐸 𝑐 = 𝑐     Sea  𝑔 𝑌" , 𝑌4  una  función  de  las  variables  aleatorias  𝑌"  y  𝑌4  y  sea  c  una  constante.  Entonces:     𝐸 𝑐𝑔 𝑌" , 𝑌4 = 𝑐𝐸 𝑔 𝑌" , 𝑌4  



  Sean  𝑌"  y  𝑌4  variables  aleatorias  y  𝑔" 𝑌" , 𝑌4 , 𝑔4 𝑌" , 𝑌4 , ⋯ , 𝑔l 𝑌" , 𝑌4  funciones  de  𝑌"  y  𝑌4 .   Entonces:     𝐸 𝑔" 𝑌" , 𝑌4 + 𝑔4 𝑌" , 𝑌4 + ⋯ + 𝑔l 𝑌" , 𝑌4 = 𝐸 𝑔" 𝑌" , 𝑌4 + 𝐸 𝑔4 𝑌" , 𝑌4 + ⋯ + 𝐸 𝑔l 𝑌" , 𝑌4   Sean  𝑌"  y  𝑌4  variables  aleatorias  independientes  y  sean  𝑔 𝑌"  y  ℎ 𝑌4  funciones  solo  de  𝑌"   y  𝑌4 ,  respectivamente.  Entonces:     𝐸 𝑔 𝑌" ℎ 𝑌4 = 𝐸 𝑔 𝑌" 𝐸 ℎ 𝑌4     Siempre  que  existan  las  valores  esperados.     Ejemplo:     Sea:     2 1 − 𝑦" 0 ≤ 𝑦" ≤ 1, 0 ≤ 𝑦4 ≤ 1   𝑓 𝑦" , 𝑦4 =   0                   𝑒𝑛  𝑐𝑢𝑎𝑙𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟  𝑜𝑡𝑟𝑜  𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜   Luego     "



𝑓" 𝑦" =



2 1 − 𝑦" 𝑑𝑦4 = 2 1 − 𝑦"                      0 ≤ 𝑦" ≤ 1  ;   W



 



0                                                                                    d. l. c.



 



"



𝑓4 𝑦4 =



2 1 − 𝑦" 𝑑𝑦" = − 1 − 𝑦"



4 " W



= 1                      0 ≤ 𝑦4 ≤ 1  ;  



W



 



0                                                                                    d. l. c.   Luego,   𝑓" 𝑦" 𝑓4 𝑦4 = 2 1 − 𝑦" 1 = 2 1 − 𝑦" =  𝑓 𝑦" , 𝑦4   entonces   queda   demostrado  que  son  independientes.     Luego     "



𝐸 𝑌" =  



W



1 𝑦" 2 1 − 𝑦" 𝑑𝑦" =   3



1 𝐸 𝑌4 =   2



  Como  son  independientes:      



𝐸 𝑌" 𝑌4 = 𝐸 𝑌" 𝐸 𝑌4 =  



11 1 =   32 6



Covarianza  de  dos  variables  aleatorias     Si  𝑌"  y  𝑌4  son  variables  aleatorias  con  medias  𝜇"  y  𝜇4 ,  respectivamente,  la  covarianza  de  𝑌"   y  𝑌4  es:     𝐶𝑜𝑣 𝑌"  , 𝑌4 = 𝐸 𝑌" − 𝜇" 𝑌4 − 𝜇4 = 𝐸 𝑌" 𝑌4 − 𝐸 𝑌" 𝐸 𝑌4     Demuestre  esta  ultima  igualdad.     Cuanto  mayor  sea  el  valor  absoluto  de  la  covarianza  de  𝑌"  y  𝑌4 ,  mayor  será  la  dependencia   lineal  entre  𝑌"  y  𝑌4 .  El  problema  con  la  covarianza  es  que  su  valor  depende  de  la  escala  de   medición,  por  lo  cual  es  complicado  a  primer  vista  determinar  si  una  covarianza  es  grande   o  pequeña.     Definamos  el  coeficiente  de  correlación  como:     𝐶𝑜𝑣 𝑌"  , 𝑌4 𝜌=   𝜎" 𝜎4   donde  𝜎"  y  𝜎4  son  desviaciones  estándar  de  𝑌"  y  𝑌4 .  𝜌  siempre  estará  entre  -‐1  y  1.     Ejemplo:     Encuentre  la  covarianza  entre  𝑌"  y  𝑌4  si  la  función  de  densidad  conjunta  es:     3𝑦"                        0 ≤ 𝑦4 ≤ 𝑦" ≤ 1  ;   𝑓 𝑦" , 𝑦4 =   0                                                                                    d. l. c. Entonces,     " FH



𝐸 𝑌" 𝑌4 =  



𝑦" 𝑦4 3𝑦" 𝑑𝑦4 𝑑𝑦" = W W



3   10



" FH



𝐸 𝑌" = W W



 



" FH



𝐸 𝑌4 = Luego  como:    



W W



3 𝑦" 3𝑦" 𝑑𝑦4 𝑑𝑦" =   4 3 𝑦4 3𝑦" 𝑑𝑦4 𝑑𝑦" =   8



3 3 3 − = 0.02   10 4 8 Si  𝑌"  y  𝑌4  son  variables  aleatorias  independientes,  entonces     𝐶𝑜𝑣 𝑌" , 𝑌4 = 0     Las   variables   aleatorias   independientes   deben   ser   no   correlacionadas.   No   obstante,   si   la   covarianza   de   dos   variables   es   cero,   esto   no   necesariamente   implica   que   sean   independientes.     Ejemplo:     Sean   𝑌"   y   𝑌4   variables   aleatorias   discretas   con   distribución   de   probabilidad   conjunta   como   se  ve  en  la  siguiente  tabla.  Demuestre  que  𝑌"  y  𝑌4  son  dependientes  y  tienen  covarianza   cero.       𝑦"     𝑦4   -‐1   0   1   Total   1 3 1 𝟓 -‐1           16 16 16 𝟏𝟔 3 3 𝟔 0   0         16 16 𝟏𝟔 1 3 1 𝟓 1           16 16 16 𝟏𝟔 𝟔 𝟓 𝟓 Total   𝟏         𝟏𝟔 𝟏𝟔 𝟏𝟔 𝐶𝑜𝑣 𝑌"  , 𝑌4 = 𝐸 𝑌" 𝑌4 − 𝐸 𝑌" 𝐸 𝑌4 =



  𝑃 0,0 = 0 ≠ 𝑃" 0 𝑃4 0 =   Con  esto  se  demuestra  que  son  dependientes.     En  cuento  a  la  covarianza:    



6 16



6   16



𝑦" 𝑦4 𝑃 𝑦" , 𝑦4  



𝐸 𝑌" 𝑌4 = ∀FH ∀FG



= −1 −1



  Entonces:      



1 3 1 3 + −1 0 + −1 1 + 0 −1 + 0 0 0 16 16 16 16 3 1 3 1 + 0 1 + 1 −1 + 1 0 + 1 1 = 0   16 16 16 16



𝐶𝑜𝑣 𝑌"  , 𝑌4 = 𝐸 𝑌" 𝑌4 − 𝐸 𝑌" 𝐸 𝑌4 = 0 − 0 0 = 0  



Valor   esperado   y   varianza   de   funciones   lineales   de   variables   aleatorias     Sean  𝑌" , 𝑌4 , ⋯ 𝑌z  y  𝑋" , 𝑋4 , ⋯ 𝑋|  variables  aleatorias  con  𝐸 𝑌} = ��}  y  𝐸 𝑋~ = 𝜉~  Defina:     z



𝑎} 𝑌}  



𝑈" = }N"



  y                          



|



𝑏~ 𝑋~  



𝑈4 = ~N"



  Para  las  constantes  𝑎" , 𝑎4 , ⋯ 𝑎z  y  𝑏" , 𝑏4 , ⋯ 𝑏| .  Entonces  se  cumple  lo  siguiente:     a)   𝐸 𝑈" = z}N" 𝑎} 𝜇}     b)   𝑉𝑎𝑟 𝑈" = z}N" 𝑎}4 𝑉𝑎𝑟 𝑌} + 2 "•}‚~•z 𝑎} 𝑎~ 𝐶𝑜𝑣 𝑌} 𝑌~   done   la   doble   suma   es   para  todos  los  pares   𝑖, 𝑗  con  𝑖 < 𝑗.     c)   𝐶𝑜𝑣 𝑈" 𝑈4 = z}N" | ~N" 𝑎} 𝑏~ 𝐶𝑜𝑣 𝑌} 𝑋~     Ejemplo:     Sean   𝑌" , 𝑌4 , 𝑌\   variables   aleatorias,   donde   𝐸 𝑌" = 1,  𝐸 𝑌4 = 2,  𝐸 𝑌\ = −1,𝑉 𝑌" = 1   ,  𝑉 𝑌4 = 3,  𝑉 𝑌\ = 5,  𝐶𝑜𝑣 𝑌" 𝑌4 = −0.4,  𝐶𝑜𝑣 𝑌" 𝑌\ = 0.5    y    𝐶𝑜𝑣 𝑌4 𝑌\ = 2     Encuentre  𝐸 𝑈  y  𝑉 𝑈  donde  𝑈 = 𝑌" − 2𝑌4 + 𝑌\     �� 𝑈 = 𝐸 𝑌" − 2𝑌4 + 𝑌\ = 𝐸 𝑌" − 2𝐸 𝑌4 + 𝐸 𝑌\ = 1 ∗ 1 − 2 ∗ 2 + 1 ∗ −1 = −4    



 



𝑉𝑎𝑟 𝑈 = 𝑎"4 𝑉𝑎𝑟 𝑌" + 𝑎44 𝑉𝑎𝑟 𝑌4 + 𝑎\4 𝑉𝑎𝑟 𝑌\ + 2𝑎" 𝑎4 𝐶𝑜𝑣 𝑌" 𝑌4 + 2𝑎" 𝑎\ 𝐶𝑜𝑣 𝑌" 𝑌\ + 2𝑎4 𝑎\ 𝐶𝑜𝑣 𝑌4 𝑌\   𝑉𝑎𝑟 𝑈 = 1



4



1 + −2 4 3 + 1 4 5 + 2 1 −2 −0.4 + 2 1 1 0.5 + 2 −2 1 2 = 12.6  



  Si  𝑊 = 3𝑌" + 𝑌4  encuentre  𝐶𝑜𝑣 𝑈, 𝑊     𝐶𝑜𝑣 𝑈, 𝑊 = 𝑎" 𝑏" 𝐶𝑜𝑣 𝑌" 𝑌" + 𝑎" 𝑏4 𝐶𝑜𝑣 𝑌" 𝑌4 + 𝑎4 𝑏" 𝐶𝑜𝑣 𝑌4 𝑌" + 𝑎4 𝑏4 𝐶𝑜𝑣 𝑌4 𝑌4 + 𝑎\ 𝑏" 𝐶��𝑣 𝑌\ 𝑌" + 𝑎\ 𝑏4 𝐶𝑜𝑣 𝑌\ 𝑌4     𝐶𝑜𝑣 𝑈, 𝑊 = 1 3 1 + 1 1 −0.4 + −2 3 −0.4 + −2 1 3 + 1 3 0.5 + 1 1 2 = 2.5     Como  𝐶𝑜𝑣 𝑈, 𝑊 ≠ 0  se  deduce  que  𝑈  𝑦  𝑊  son  dependientes.    



Distribución  de  probabilidad  multinomial  



  Un  experimento  multinomial  posee  las  siguientes  propiedades:     1.   El  experimento  consta  de  n  intentos  idénticos.   2.   El  resultado  de  cada  intento  cae  en  una  de  k  clases  o  celdas.   3.   La  probabilidad  de  que  el  resultado  de  un  solo  intento  caiga  en  la  celda  i,  es  𝑝} ,  𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑘  y  sigue  siendo  la  misma  de  un  intento  a  otro.   4.   l}N" 𝑝} = 1   5.   Los  intentos  son  independientes.   6.   Las  variables  aleatorias  de  interés  son  𝑌" , 𝑌4 , ⋯ , 𝑌l  donde  ��}  es  igual  al  numero  de   intentos  para  los  cuales  el  resultado  cae  en  la  celda  i.     7.   Observe  que   l}N" 𝑌} = 𝑛     La  función  de  probabilidad  conjunta  esta  dada  por:     𝑛! F F F 𝑃 𝑦" , 𝑦4 , ⋯ , 𝑦l = 𝑝" H 𝑝4 G ⋯ 𝑝l n   𝑦" ! 𝑦4 ! ⋯ , 𝑦l !   Ejemplo:     De  acuerdo  con  cifras  de  un  censo  reciente,  las  proporciones  de  adultos  (personas  de  mas   de  18  años  de  edad)  en  US,  asociados  con  cinco  categorías  de  edades  se  dan  en  la  siguiente   tabla:     Identificador   Edad   Proporción   1   18-‐24   0.18  



2   3   4   5  



25-‐34   35-‐44   45-‐64   Mayor  a  65  



0.23   0.16   0.27   0.16  



  Si  se  toma  una  muestra  aleatoria  de  5  adultos,  encuentre  la  probabilidad  de  que  la  muestra   contenga  una  persona  entre  las  edades  de  18-‐24,  dos  entre  25-‐34,  y  dos  entre  45-‐64.     𝑛! F F F F F 𝑃 𝑦" , 𝑦4 , 𝑦\ , 𝑦X , 𝑦[ = 𝑝" H 𝑝4 G 𝑝\ † 𝑝X ‡ 𝑝[ ˆ   𝑦" ! 𝑦4 ! 𝑦\ ! 𝑦X ! 𝑦[ !   5! 𝑃 1,2,0,2,0 = 0.18 " 0.23 4 0.16 W 0.27 4 0.16 W = 0.0208   1! 2! 0! 2! 0!  



Valor  Esperado  Condicional  



  Si  𝑌"  y  𝑌4  son  dos  variables  aleatorias  cualesquiera,  el  valor  esperado  condicional  de  𝑔 𝑌" ,   dado  que  𝑌4 = 𝑦4  se  define  que  es:     Para  el  caso  continuo:     P



𝑔 𝑌"



𝐸   Para  el  caso  discreto:    



𝑌4 = 𝑦4 =



𝑔 𝑌"



𝐸   Ejemplo:       𝑦"



𝑦4



=



FG  



𝑦"



𝑦4 𝑑𝑦"  



OP



𝑌4 = 𝑦4 =



"



𝑓



𝑔 𝑦" 𝑓



𝑔 𝑦" 𝑃



𝑦"



𝑦4  



∀FH



                   0 ≤ 𝑦" ≤ 𝑦4 ≤ 2             0                                                𝑑 . 𝑙. 𝑐.



  𝐸



𝑌"



P



𝑌4 = 1.5 =



𝑦" 𝑓 OP



𝑦"



FG



𝑦4 𝑑𝑦" =



    Si  𝑌"  y  𝑌4  son  dos  variables  aleatorias,  entonces:    



𝑦" W



1 𝑦4 1.5 𝑑𝑦" = = = 0.75   𝑦4   2 2



𝐸 𝑌" = 𝐸 𝐸   Demostración  caso  continuo:    



P



𝑌4  



P



𝑦" 𝑓 𝑦" , 𝑦4 𝑑𝑦" 𝑑𝑦4  



𝐸 𝑌" = OP OP



 



P



P



=  



𝑌"



𝑦" 𝑓



𝑦"



P



P



𝑦4 𝑓 𝑦4 𝑑𝑦" 𝑑𝑦4 =



OP OP



𝑦" 𝑓



𝑦"



𝑦4 𝑑𝑦" 𝑓 𝑦4 𝑑𝑦4  



OP OP P



𝐸 OP



𝑌"



𝑌4 = 𝑦4 𝑓 𝑦4 𝑑𝑦4 = 𝐸 𝐸



𝑌"



𝑌4  



  Si  𝑌"  y  𝑌4  representan  variables  aleatorias,  entonces:     𝑌4 𝑌 𝑌 𝑉𝑎𝑟 " 𝑌 = 𝑦 = 𝐸 " 𝑌 = 𝑦 − 𝐸 " 𝑌 = 𝑦 4 4 4 4 4 4     𝑌 𝑌 𝑉𝑎𝑟 𝑌" = 𝐸 𝑉𝑎𝑟 " 𝑌 + 𝑉𝑎𝑟 𝐸 " 𝑌   4 4  



4



 



Funciones  de  Variables  Aleatorias  



  Considere   las   variables   aleatorias   𝑌" , 𝑌4 , ⋯ , 𝑌z   y   una   función   𝑈 𝑌" , 𝑌4 , ⋯ , 𝑌z   denotada   simplemente   como   𝑈.   Entonces   tres   de   los   métodos   para   determinar   la   distribución   de   probabilidad  de  𝑈  son:    



Método  de  las  funciones  de  distribución  



  Se  emplea  generalmente  cuando  las  Y  tienen  distribuciones  continua,  primero  se  determina   la  función  de  distribución  de  𝑈,  𝐹Š 𝑢 = 𝑃 𝑈 ≤ 𝑢 .  La  función  de  densidad  se  obtiene  al   derivar  la  función  de  distribución.     Ejemplo:     Un  proceso  para  refinar  azúcar  rinde  hasta  1  tonelada  de  azúcar  puro  al  día,  pero  la  cantidad   real   producida,   Y,   es   una   variable   aleatoria   debido   a   descomposturas   de   maquinas   y   otros   problemas.  Supongo  que  Y  tiene  función  de  densidad  dada  por:    



2𝑦                        0 ≤ 𝑦 ≤ 1  ;    



𝑓 𝑦 =



0                                                        d. l. c.   A  la  compañía  se  le  paga  a  razón  de  $300  por  tonelada  de  azúcar  refinada,  pero  también   tiene   un   costo   fijo   general   de   $100   por   día.   Por   tanto,   la   utilidad   diaria,   en   cientos   de   dólares,  es  𝑈 = 3𝑌 − 1.  Encuentre  la  función  de  densidad  de  probabilidad  para  𝑈.     𝑢+1 𝐹Š 𝑢 = 𝑃 𝑈 ≤ 𝑢 = 𝑃 3𝑌 − 1 ≤ 𝑢 = 𝑃 𝑌 ≤   3   Luego  como  0 ≤ 𝑦 ≤ 1     𝑢+1 0≤ ≤ 1 ⇒ 0 3 − 1 ≤ 𝑢 ≤ 1 3 − 1 ⇒   3   −1 ≤ 𝑢 ≤ 2   Luego,     𝑢+1 𝑃 𝑌≤ = 3 Luego,     𝐹Š 𝑢 =



‹q" \



‹q" \



𝑓 𝑦 𝑑𝑦 = OP



W



𝑢+1 4 2𝑦𝑑𝑦 =   3



0,                                                                              𝑢 < −1, 𝑢+1 4 ,                                 − 1 ≤ 𝑢 ≤ 2,   3 1,                                                                                      𝑢 > 2,



  y  la  función  de  densidad  para  𝑈  es:     𝑑𝐹Š 𝑢 2 9 𝑢 + 1 ,                   − 1 ≤ 𝑢 ≤ 2, 𝑓Š 𝑢 = =   0,                                                                                          𝑑 . 𝑙. 𝑐. 𝑑𝑢     Ejemplo:     Consideremos  las  variables  𝑌" (cantidad  proporcional  de  gasolina  abastecida  al  principio  de   la   semana)   y   𝑌4   (la   cantidad   proporcional   de   gasolina   vendida   durante   la   semana).   La   función  de  densidad  conjunta  de  𝑌"  y  𝑌4  esta  dada  por:      



𝑓 𝑦" , 𝑦4 =



3𝑦"                        0 ≤ 𝑦4 ≤ 𝑦" ≤ 1  ;  



 



0                                                                                    d. l. c.   Encuentre   la   función   de   densidad   de   probabilidad   para   𝑈 = 𝑌" − 𝑌4 ,   la   cantidad   proporcional  de  gasolina  remanente  al  final  de  la  semana.  Use  la  función  de  densidad  de  𝑈   para  hallar  𝐸 𝑈 .    



 



 



𝐹Š 𝑢 = 𝑃 𝑈 ≤ 𝑢 = 𝑃 𝑌" − 𝑌4 ≤ 𝑢     El  área  que  se  debe  trabajar  es  la  que  esta  sombreada,  no  obstante  es  mas  fácil  calcular  la   integral  del  otro  triangulo.     𝑃 𝑈 ≤ 𝑢 = 1 − 𝑃 𝑈 ≥ 𝑢     " FH O‹



3𝑦" 𝑑𝑦4 𝑑𝑦"  



=1− ‹



 



"



3𝑦" 𝑦" − 𝑢 𝑑𝑦"  



=1−  



W



‹



𝑦"\ 𝑢𝑦"4 =1−3 − 3 2  



 



 



"



= ‹



1 3𝑢 − 𝑢\   2



0,                                                                                        𝑢 < 0, 1 𝐹Š 𝑢 = 3𝑢 − 𝑢\ ,                                0 ≤ 𝑢 ≤ 1,   2 1,                                                                                        𝑢 > 1, 3 1 − ��4 𝑑𝐹Š 𝑢 𝑓Š 𝑢 = = 2 ,                            0 ≤ 𝑢 ≤ 1,   𝑑𝑢 0,                                                                                          𝑑 . 𝑙. 𝑐.



"



𝐸 𝑈 =



𝑢 W



3 2



3 1 − 𝑢4 𝑑𝑢 =   8



  Ejemplo:     Denote  con   𝑌" , 𝑌4  una  muestra  aleatoria  de  tamaño  𝑛 = 2  proveniente  de  la  distribución   uniforme  del  intervalo   0,1 .  Encuentre  la  función  de  densidad  de  probabilidad  para  𝑈 = 𝑌" +𝑌4     Para  este  caso     1,                            0 ≤ 𝑦} ≤ 1, 𝑓} 𝑦} =   0,                                                  𝑑 . 𝑙. 𝑐.   Luego  como  𝑌" , 𝑌4  son  independientes:       1,                            0 ≤ 𝑦" ≤ 1,      0 ≤ 𝑦4 ≤ 1 𝑓 𝑦" , 𝑦4 = 𝑓 𝑦" 𝑓 𝑦4 =     0,                                                                                                    𝑑 . 𝑙. 𝑐.  



    La  región  de  interés  es  la  que  se  encuentra  sombreada  debajo  de  la  recta.   𝑓 𝑦" , 𝑦4 𝑑𝑦" 𝑑𝑦4  



𝐹Š 𝑢 = 𝑃 𝑈 ≤ 𝑢 = 𝑃 𝑌" + 𝑌4 ≤ 𝑢 = FH qFG •‹



  Si  𝑢 < 0,   𝐹Š 𝑢 = 𝑃 𝑈 ≤ 𝑢 =



0 𝑑𝑦" 𝑑𝑦4 = 0   FH qFG •‹



  Si  𝑢 > 2,   𝐹Š 𝑢 = 𝑃 𝑈 ≤ 𝑢 =  



1 𝑑𝑦" 𝑑𝑦4 = 1   FH qFG •‹



Para  los  casos  en  que    0 ≤ 𝑢 ≤ 2  los  limites  de  la  integral  dependen  del  valor  particular  de   𝑢.  En  consecuencia    𝐹Š 𝑢  cambia  si  0 ≤ 𝑢 ≤ 1  o  1 < 𝑢 ≤ 2.    



 



  Si  0 ≤ 𝑢 ≤ 1    



‹ ‹OFG



𝐹Š 𝑢 =   Si  1 < 𝑢 ≤ 2      



𝑓 𝑦" , 𝑦4 𝑑𝑦" 𝑑𝑦4 = FH qFG •‹



‹



1 𝑑𝑦" 𝑑𝑦4 = W



W



W



𝑢 − 𝑦4 𝑑𝑦4 =



𝑢4   2



𝑓 𝑦" , 𝑦4 𝑑𝑦" 𝑑𝑦4  



𝐹Š 𝑢 = 1 − 𝑃 𝑌" + 𝑌4 > 𝑢 = 1 − Œ



 



"



"



=1− ‹O" ‹OFG



"



1 𝑑𝑦" 𝑑𝑦4 = 1 −



  Luego  en  conclusión:    



𝐹Š 𝑢 =



‹O"



4 1 − 𝑢 + 𝑦4 𝑑𝑦4 = −𝑢 2 + 2𝑢 − 1  



0,                                                                                                                                  𝑢 < 0, 𝑢4 ,                                                                                                                0 ≤ 𝑢 ≤ 1 2   −𝑢4 + 2𝑢 − 1,                                                       1 < 𝑢 ≤ 2 2



1,                                                                                                                                          𝑢 > 2   Ejemplo:     Suponga  que  𝑈 = 𝑌 4  donde  Y  es  una  variable  aleatoria  continua  con  función  de  distribución   𝐹h 𝑦  y  función  de  densidad  𝑓h 𝑦     𝐹Š 𝑢 = 𝑃 𝑈 ≤ 𝑢 = 𝑃 𝑌 4 ≤ 𝑢    



‹



=𝑃 − 𝑢≤𝑌≤ 𝑢 = O ‹



  Luego     𝐹Š 𝑢 =    



𝑢 − 𝐹h − 𝑢  



𝑓 𝑦 𝑑𝑦 = 𝐹h



𝐹h 𝑢 − 𝐹h − 𝑢 ,                          𝑢 > 0,   0                                                                                                  𝑑 . 𝑙. 𝑐.



Método  de  las  Transformaciones     Se  necesita  que  ℎ(𝑦)  sea  creciente  o  decreciente.  Por  ℎ(𝑦)  creciente  se  quiere  decir  que  si   se  tienen  dos  números  reales  cualesquiera  tales  que  𝑦" < 𝑦4  entonces  ℎ 𝑦" < ℎ 𝑦4 .     𝑃 𝑈 ≤ 𝑢 = 𝑃 ℎ 𝑦 ≤ 𝑢 = 𝑃 ℎO" ℎ 𝑌 ≤ ℎO" 𝑢 = 𝑃 𝑌 ≤ ℎO" 𝑢     o  bien,     𝐹Š 𝑢 = 𝐹h ℎO" 𝑢     Entonces  derivando  con  respecto  a  𝑢,  tenemos:     𝑑𝐹Š 𝑢 𝑑𝐹h ℎO" 𝑢 𝑑 ℎO" 𝑢 𝑓Š 𝑢 = = = 𝑓h ℎO" 𝑢   𝑑𝑢 𝑑𝑢 𝑑𝑢     Ejemplo:     Suponga  la  función  de  densidad  de  un  ejemplo  anterior:     2𝑦                        0 ≤ 𝑦 ≤ 1  ;   𝑓 𝑦 =   0                                                        d. l. c.     Si  𝑈 = 3𝑌 − 1  entonces,    



Por  tanto,    



𝑦=ℎ  



O"



𝑢 =



‹q" \



•• ‘H ‹



                 y              



•‹



𝑓Š 𝑢 = 𝑓h ℎO" 𝑢



=



•



’“H †



•‹



"



=  



𝑑ℎO" 𝑢   𝑑𝑢



\



  𝑓Š 𝑢 =



2 ℎO" 𝑢



𝑑ℎO" 𝑢 𝑢+1 =2 𝑑𝑢 3



1 𝑢+1 = 2 9 𝑢 + 1 ,                          0 ≤ ≤1 3 3  



0,                                                                                                                                                                                                                                                            𝑑 . 𝑙. 𝑐.



 



Ejercicios  Multivariados     Ejemplo:     Según  la  función  de  probabilidad  conjunta  de    𝑥 , 𝑦, 𝑧:    



   



 



  a)   Obtener  la  distribución  marginal  de  Z.   Se  suman  los  valores  de  cada  uno  de  los  cuadros:         b)   Obtener  las  funciones  de  probabilidad  conjunta  de   𝑋, 𝑌  y   𝑋, 𝑍  



 



 



 



 



  c)   Obtener  𝑃 𝑋 ≥ 0, 𝑌 = 1, 𝑍 = 2  



 



𝑃 𝑋 ≥ 0, 𝑌 = 1, 𝑍 = 2 = 𝑃 𝑋 = 0, 𝑌 = 1, 𝑍 = 2 + 𝑃 𝑋 = 2, 𝑌 = 1, 𝑍 = 2 = 0,10 + 0,00 = 0,10     d)   Obtener  𝑃 𝑋 = 2, 𝑌 = 1 = 0,05  



e)   Obtener  𝜌˜,h    



 



   



𝐸 𝑋 = −2 0,5 + 0 0,3 + 2 0,2 = −1 + 0,4 = −0,6                            𝐸 𝑋 4 = 2,8                    𝜎˜ = 1,56  



 



𝐸 𝑌 = 0,8                      𝐸 𝑌 4 = 1,1                    𝜎h = 0,678  



 



𝐸 𝑋𝑌 = −0,6  



 



𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 − 𝐸 𝑋 𝐸 𝑌 = −0,12  



  𝜌˜,h =



 



  f)   Obtener  𝐸 𝑋 4 + 2𝑌  



𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 −0,12 = = −0,113   𝜎˜ 𝜎h 1,56 0,678



𝐸 𝑋 4 + 2𝑌 =



𝑥 4 + 2𝑦 𝑃 𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦 ∀™ ∀F



= + + + +



 



    g)   Obtener  𝑉𝑎𝑟 2𝑋 + 3𝑌       𝑉𝑎𝑟 2𝑋 + 3𝑌 = 4𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 9𝑉𝑎𝑟 𝑌 + 2 2 3 𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 9,14     h)   Obtener  𝑃 𝑋 = 2 𝑌 > 0   𝑃 𝑋 = 2, 𝑌 > 0 𝑃 𝑋 = 2, 𝑌 = 1 + 𝑃 𝑋 = 2, 𝑌 = 2 𝑃 𝑋=2 𝑌>0 = =   𝑃 𝑌>0 𝑃 𝑌>0 =



 



−2 4 + 2 0 0,15 + 0 4 + 2 0 0,1 2 4 + 2 0 0,1 + −2 4 + 2 1 0,25 0 4 + 2 1 0,2 + 2 4 + 2 1 0,05 −2 4 + 2 2 0,2 + 0 4 + 2 2 0 2 4 + 2 2 0,05 = 4,4  



i)   Obtener  𝑉𝑎𝑟 𝑍 𝑌 = 0  



0,05 + 0,05 = 0,1538   0,65



 



 



 



 



     



𝑃 𝑃 𝑍=1 𝑌=0 = 𝑃 𝑃 𝑍=2 𝑌=0 = 𝑃 𝑃 𝑍=3 𝑌=0 =



𝑍 = 1, 𝑌 = 0 = 0,43   𝑃 𝑌=0 𝑍 = 2, 𝑌 = 0 = 0,29   𝑃 𝑌=0 𝑍 = 3, 𝑌 = 0 = 0,28   𝑃 𝑌=0



4 𝑉𝑎𝑟 𝑍 𝑌 = 0 = 𝐸 𝑍 𝑌 = 0 − 𝐸 𝑍 𝑌 = 0 = 0,694  



Ejemplo:     Se  tiene  que  la  función  de  densidad  conjunta  de  𝑋, 𝑌, 𝑍  es:     𝑘𝑥𝑧 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 4 ,                                    0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑧 ≤ 2,                      𝑦 ≥ 2   𝑦   a)   Obtener  la  función  de  densidad  marginal  de  Z:     Primero  hay  que  hallar  a  k:     P 4 š



4 W W



  Luego,    



P š



𝑓› 𝑧 = 4 W



 



𝑘𝑥𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑧𝑑𝑦 = 1 ⇒ 𝑘 = 1   𝑦4



𝑘𝑥𝑧 𝑧\ 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ,                            0 ≤ 𝑧 ≤ 2   𝑦4 4



  b)   Obtener  las  funciones  de  densidad  conjunta  de   𝑥, 𝑦  y   𝑥, 𝑧   ™



𝑓˜,h 𝑥, 𝑦 =  



W



𝑥𝑧 𝑥 4 − 𝑥4 𝑑𝑧 = ,                                  0 ≤ 𝑥 ≤ 2,                  𝑦 ≥ 2   𝑦4 2𝑦 4



P



𝑓˜,› 𝑥, 𝑧 = 4



 



𝑥𝑧 𝑥𝑧 𝑑𝑦 = ,                    0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑧 ≤ 2   𝑦4 2



  c)   Obtener  𝑃 𝑋 ≥ 0.5, 𝑌 ≤ 6, 𝑍 ≥ 0.7   j



4



š



𝑃 𝑋 ≥ 0.5, 𝑌 ≤ 6, 𝑍 ≥ 0.7 =



 



š



𝑥𝑧 𝑧\ 𝑑𝑥 = 4                          0 ≤ 𝑧 ≤ 2,                𝑦 ≥ 2               𝑦4 2𝑦



𝑓h,› 𝑦, 𝑧 =  



4 W.œ W.[



  d)   Obtener  𝑃 𝑋 > 0.3 𝑌 = 5, 𝑍 = 1  



W



 



"



𝑃 𝑋 > 0.3 𝑌 = 5, 𝑍 = 1 = W.\



   



𝑓˜,h,› 𝑥, 𝑦 = 5, 𝑧 = 1 𝑑𝑥 = 𝑓h,› 𝑦 = 5, 𝑧 = 1



P š



𝑓› 𝑧 = 4 W



 



P ™



𝑓˜ 𝑥 =



     



W.\



𝑥 1 54 1\ 2 54



2𝑥𝑑𝑥 = 0.91   W.\



  e)   Obtener    𝜌˜,›  



 



"



"



=



 



𝑥𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑧𝑑𝑦 = 0.5835   𝑦4



4 W



𝑥𝑧 𝑧\ 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ,                            0 ≤ 𝑧 ≤ 2   𝑦4 4



𝑥𝑧 𝑥 4 − 𝑥4 𝑑𝑧𝑑𝑦 = ,                            0 ≤ 𝑥 ≤ 2   𝑦4 4



𝐸 𝑋 = 1.06                                            𝐸 𝑋 4 = 1.33                                                  𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 0.195   𝐸 𝑍 = 1.6                                            𝐸 𝑍 4 = 2.66                                                  𝑉𝑎𝑟 𝑍 = 0.1  



𝑑𝑥  



4 š



𝐸 𝑋𝑍 = W W



 



𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑍 = 1,77 − 1.06 1.6 = 0.0817  



  𝜌˜,› =



W.Wi"œ W.\"j W.XX\œ



f)   Obtener  𝐸 𝑋 + 2𝑌    



𝐸 𝑋 4 + 2𝑌 = 𝐸 𝑋 4 + 2𝐸 𝑌  



 



P 4 š



𝐸𝑌 = 4 W W



𝑥𝑧 𝑦 4 𝑑𝑥𝑑𝑧𝑑𝑦 = 𝑦 P



= Luego,  



 



 



=0.58  



 



4



 



𝑥𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑧 = 1,77   2



𝑥𝑧



4



2 𝑑𝑦 = 2ln 𝑦 𝑦



P 4



4 W P 4



𝑧\ 𝑑𝑧𝑑𝑦 = 2𝑦



P



4



𝑧X 8𝑦



4



𝑑𝑦 W



= ∞  



𝐸 𝑋 4 + 2𝑌 = 𝐸 𝑋 4 + 2𝐸 𝑌 = ∞  



g)   Obtener  𝑉𝑎𝑟 2𝑋 + 3𝑍   𝑉𝑎𝑟 2𝑋 + 3𝑍 = 4𝑉𝑎𝑟 𝑋 + 9𝑉𝑎𝑟 𝑍 + 2 2 3 𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑍 = 2.726     h)   Obtener  𝑉𝑎𝑟 𝑋 𝑍 = 0.5   𝑓˜,› 𝑥, 𝑍 = 0.5 𝑓 𝑋 𝑍 = 0.5 = = 𝑓› 0.5



 



W.[ 4



𝐸 𝑋 𝑍=5 =



𝑥 W



 



W.[



𝐸 𝑋 𝑍=5 = W



   



4



𝑥 0.5 2 0.5\ 4



= 8𝑥                              0 ≤ 𝑥 ≤ 0.5  



8𝑥 X 8𝑥 𝑑𝑥 = 4



8𝑥 \ 𝑥 8𝑥 𝑑𝑥 = 3



W.[ W



W.[ W



1 =   3



4 𝑉𝑎𝑟 𝑋 𝑍 = 0.5 = 𝐸 𝑋 𝑍 = 5 − 𝐸 𝑋 𝑍 = 5



 



1 =   8



4



=



1 1 1 − =   8 9 72



  Ejemplo:     Según  la  siguiente  distribución  de  probabilidad:     𝑥+5 ,                                               − 5 ≤ 𝑥 ≤ 9 98 𝑓˜ 𝑥 =      



0,                                                                      𝑑 . 𝑙. 𝑐. a)   Si  𝑌 = 𝑋 4 ,  encontrar  la  función  de  densidad  de  Y.   𝐹h 𝑦 = 𝑃 𝑌 ≤ 𝑦 = 𝑃 𝑋 4 ≤ 𝑦 = 𝑃 − 𝑦 ≤ 𝑋 ≤



𝑦



F



= derivando  con  respecto  a  u     𝑓˜



𝑓˜ 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹˜ O F



1



𝑦



2 𝑦



𝑓h 𝑦 = 𝑓˜



+ 𝑓˜ − 𝑦



1 2 𝑦



   0 ≤ 𝑦 ≤ 25  



1



                                                                         25 < 𝑦 ≤ 81 2 𝑦 0                                                                                                                                            𝑑 . 𝑙. 𝑐.



  𝑦+5 98 𝑓h 𝑦 =



𝑦 − 𝐹˜ − 𝑦  



𝑦



1



+



2 𝑦



𝑦+5 98



− 𝑦+5 98



1 2 𝑦



=



10 2 98



𝑦



,              0 ≤ 𝑦 ≤ 25  



1



                                                                                                                                               25 < 𝑦 ≤ 81 2 𝑦 0                                                                                                                                                                                      𝑑 . 𝑙. 𝑐.



 



5 98 𝑓h 𝑦 =



𝑦



                                                                                                                                 0 ≤ 𝑦 ≤ 25



𝑦+5 98



1



                                                                                 25 < 𝑦 ≤ 81 2 𝑦 0                                                                                                                            𝑑 . 𝑙. 𝑐.



 



  b)   Si  𝑌 = 𝑋  encontrar  la  función  de  densidad  de  Y  



 



𝐹h 𝑦 = 𝑃 𝑌 ≤ 𝑦 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑦 = 𝑃 −𝑦 ≤ 𝑋 ≤ 𝑦 F



𝑓˜ 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹˜ 𝑦 − 𝐹˜ −𝑦  



= OF



derivando  con  respecto  a  u     𝑓˜ 𝑦 1 + 𝑓˜ −𝑦 1                                          0 ≤ 𝑦 ≤ 5 𝑓h 𝑦 =  



𝑓˜ 𝑦 1                                                                                              5 < 𝑦 ≤ 9 0                                                                                                                                            𝑑 . 𝑙. 𝑐.



𝑦+5 98 𝑓h 𝑦 =



 



1 +



−𝑦 + 5 98



1 =



 



10 ,                                0 ≤ 𝑦 ≤ 5 98



  𝑦+5 1                                                                                                                                    5 < 𝑦 ≤ 9 98 0                                                                                                                                                                                      𝑑 . 𝑙. 𝑐. 10                                                                                                    0 ≤ 𝑦 ≤ 5 98



𝑓h 𝑦 =



𝑦+5                                                                                    5 < 𝑦 ≤ 9 98 0                                                                                                                            𝑑 . 𝑙. 𝑐.



   



 



c)   Si  𝑌 = 3𝑋 + 2  encontrar  la  función  de  densidad  de  Y.       Si  𝑌 = 3𝑋 + 2  entonces,     𝑥=ℎ Por  tanto,    



O"



𝑦 =



FO4 \



•• ‘H F



                 y              



𝑓h 𝑦 =



=



ž‘G †



•F



"



=   \



 



𝑓h 𝑦 = 𝑓˜ ℎ  



•F



•



𝑦−2 + 5 𝑑ℎO" 𝑦 3 = 98 𝑑𝑦



O"



𝑑ℎO" 𝑦 𝑦   𝑑𝑦



𝑦−2 +5 3 98



1 𝑦 + 13 𝑦−2 = ,           − 5 ≤ ≤9 3 882 3  



0,                                                                                                                                                                                                                                                            𝑑 . 𝑙. 𝑐.



  𝑓h 𝑦 =  



𝑦 + 13 ,                                                       − 13 ≤ 𝑦 ≤ 29 882   0,                                                                                                                      𝑑 . 𝑙. 𝑐.



   



Método  de  las  Funciones  Generadoras  de  Momentos  



 



 



 



 



 



 



 



Quiz  



 



 



  Se  tiene  que  la  función  de  densidad  conjunta  de  𝑋, 𝑌, 𝑍  es:     𝑘𝑥𝑧 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 4 ,                                    0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑧 ≤ 2,                      𝑦 ≥ 2   𝑦   a)   Obtener  la  función  de  densidad  marginal  de  Z:   b)   Obtener  las  funciones  de  densidad  conjunta  de   𝑥, 𝑦  y   𝑥, 𝑧   c)   Obtener  𝑃 𝑋 ≥ 0.5, 𝑌 ≤ 6, 𝑍 ≥ 0.7   d)   Obtener  𝑃 𝑋 > 0.3 𝑌 = 5, 𝑍 = 1      



e)   Obtener    𝜌˜,›        



Ejercicios  adicionales  multivariado     1.-‐  Suponga  que  en  Bogotá,  para  personas  de  estrato  4,  se  ha  determinado  que  los   ingresos  mensuales  que  reciben  los  hombres  es  una  variable  aleatoria  normal  con  media   de  2,5  millones  de  pesos  y  desviación  estándar  de  0,5  millones  de  pesos.    Mientras  tanto,  



para  las  mujeres,  se  ha  determinado  que  los  ingresos  mensuales  que  reciben  sigue  una   variable  aleatoria  normal  con  media  de  2  millones  de  pesos  y  desviación  estándar  de  0,8   millones  de  pesos.    Asuma  que  los  ingresos  de  los  hombres  y  las  mujeres  son   independientes  (para  cualquier  caso).    Si  usted  selecciona  aleatoriamente  una  pareja  de   estrato  4,  calcule:   a)    La  probabilidad  que  sus  ingresos  en  un  mes  sean  mayores  a  5  millones  de   pesos.   b)   Calcule  la  desviación  estándar  del  número  de  meses  hasta  que  ocurren  3  en  los   cuáles  la  pareja  recibe  menos  de  5  millones  de  pesos.    Asuma  que  los  ingresos   mensuales  son  independientes.   Rtas.  a.  0.2981;    b.  1.3473   2.-‐  Suponga  que  se  ha  determinado  que  el  dinero  que  una  persona  invierte  en   entretenimiento  (X)  y  ropa  (Y)    mensualmente,  en  millones  de  pesos,  se  puede  analizar  de   acuerdo  a  un  modelo  discreto  conjunto  con  la  siguiente  función  de  masa  de  probabilidad   conjunta:   Y=y   P(X=x;Y=y)   0,3   0,5   0,7   0,2   20,0%   15,0%   10,0%   0,5   15,0%   10,0%   5,0%   X=x   0,6   7,5%   2,5%   2,5%   0,8   8,5%   4,0%   0,0%   Encuentre  el  valor  esperado  de  dinero  que  se  gasta  un  mes  en  ropa,  dado  que  en   entretenimiento  se  gastó  600.000  pesos.   3.-‐  La  función  conjunta  de  probabilidad  de  X  y  Y  es   𝑥 + 𝑦                0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑦 < 1 𝑓 𝑥, 𝑦 =       0                                                        𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒   a)   Son  X  y  Y  independientes?   b)   Encontrar  la  función  de  probabilidad  de  X   c)   Encontrar  P{X+Y 3)   c.   ¿Cuáles  son  las  funciones  marginales  de  𝑋  𝑦  𝑑𝑒  𝑌?       d.   ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  el  tiempo  de  vida  de  que  por  lo  menos   uno  de  los  componentes  sea  mayor  que  3?   8.   Considere   un   sistema   que   consiste   en   tres   componentes.   El   sistema   continúa   funcionando  siempre  que  función  el  primer  componente  y  también  funcione  los   componentes   dos   o   tres.   Sean     𝑋" , 𝑋4 , 𝑋\   los   tiempos   de   vida   útil   de   los   tres   componentes.   Suponga   que   las   variables   son   independientes.   Y   que   cada   variable   tiene  una  distribución  exponencial  con  parámetro  𝜆     a.   Sea   𝑌   la   duración   del   sistema.   Obtenga   la   función   de   distribución   acumulada  de    𝑌   b.   Calcule  el  tiempo  esperado  del  sistema.   9.   Un  sistema  electrónico  tiene  uno  de  cada  dos  tipos  diferentes  de  componentes  en   operación  conjunta.  Sea  𝑋  𝑦  𝑌    las  duraciones  aleatorias  de  los  componentes  del   tipo  I  y  tipo  II  (las  mediciones  son  cientos  de  horas,  respectivamente    la  función  de   ¡“ž



O probabilidad  conjunta  está  dada  por    𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑐𝑥𝑒 G            𝑠𝑖  𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0   0          𝑒𝑛  𝑐𝑎𝑠𝑜  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 a.   Hallar   el   valor   de   ��   para   𝑓(𝑥, 𝑦)  𝑠𝑒𝑎  𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛  𝑐𝑜𝑛𝑗𝑢𝑛𝑡𝑎  𝑑𝑒  𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑   b.   ¿Cuál  es  la  𝑃(𝑋 > 1, 𝑌 > 1)   c.   ¿Encuentre  la  probabilidad  del  componente  tipo  II    tenga  una  vida  útil   de  más  de  200  horas       d.   ¿Son  independientes  las  variables?   e.   Una  forma  de  medir  la  eficiencia  de  los  dos  componentes  es  calcular   h h la  relación      encontrar    𝐸   ˜



˜



f.   El  costo  de  cambiar  los  dos  componentes  depende  de  la  duración  de   sus   vidas   útiles   cuando   fallan   y   está   dada   por   𝐶 = 50 + 2𝑋 + 4𝑌   Encuentre  𝐸 𝐶 , 𝑉(𝐶)   10.  Se  ha  de  almacenar  gasolina  en  un  tanque  al  principio  de  cada  día  y  luego  se  vende   a   clientes   individuales.     Sea     Y   el   nivel   de   gasolina   (proporción)   que   alcanza   el   tanque  después  de  surtirlo  y  sea  X  la  proporción    de  la  capacidad  del  tanque  que  se   vende   durante   el   día.   Sea   dada   la   función   de   densidad   conjunta   𝑓 𝑥, 𝑦 = 3𝑦  𝑠𝑖  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 1   0    𝑒𝑛  𝑐𝑎𝑠𝑜  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 a.   Encuentre  la  probabilidad  de  que  menos  de    40%    del  tanque  tenga   gasolina  y  más  de  un  25%    se  venda.   b.   Encuentre  la  𝑃(𝑋 ≤ 𝑌/2)     c.   Encuentre  las  funciones  marginales  de  las  variables   d.   ¿para  qué  valores  de  𝑥  está  definida  la  función  𝑓(𝑦|𝑥)?   e.   ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  más  de  la  mitad  del  tanque  se  venda   dado  que  se  abastecen  tres  cuartos  del  tanque?  



11.    𝑋  𝑦  𝑌   tienen   la   siguiente   función   de   densidad   conjunta   𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑘 1 − 𝑦 𝑠𝑖  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 1   0  𝑒𝑛  𝑐𝑎𝑠𝑜  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜   a.   Encuentre   el   valor   de   𝑘   para   que   𝑓(𝑥, 𝑦)   sea   verdaderamente   un   función  de  densidad  conjunta  de  probabilidad   \ " b.   Encuentre  la  𝑃 𝑋 ≤ , 𝑌 ≤   X
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c.   Encuentre   la   funciones   marginales   de   las   variables   y   las   funciones   condicionadas   d.   Calcular  𝐸 𝑋 , 𝐸 𝑌 , 𝑉 𝑋 , 𝑉(𝑌)   e.   Calcular  𝐸 𝑋 − 3𝑌 , 𝑉(𝑋 − 3𝑌)   f.   Calcular  𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)   g.   Encuentre  𝐸 (𝑋|𝑌 = 2)   12.  La  función  de  densidad  conjunta  de  𝑋  𝑦  𝑌  esta  dada  por  𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑘𝑥𝑦 4 , 𝑠𝑖  𝑥 − 1 ≤ 𝑦 ≤ 1 − 𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1   0                                                        𝑒𝑛  𝑐𝑎𝑠𝑜  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 a.   Hallar  el  valor  de  𝑘  para  𝑓(𝑥, 𝑦)  sea  una  función  de  densidad   conjunta     b.   Hallar  la  𝑃(𝑋 > 𝑌)   c.   Hallar  las  funciones  marginales  de  las  variables   d.   Hallar  función  condicional    de  𝑌  dado  𝑋 = 𝑥   e.   Hallar  𝑃(𝑌 > 0|𝑋 = 0.75)   f.   Las  variables  𝑋  𝑦  𝑌  son  independiente?  Explique  su  respuesta     13.  Suponga  qué  las  variables  aleatorias    𝑋, 𝑌  tienen  la  función  de  densidad    de   4 probabilidad  conjunta    𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑘𝑥 𝑦,      𝑠𝑖  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦,      𝑥 + 𝑦 ≤ 2   0                        𝑒𝑛  𝑐𝑎𝑠𝑜  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜   a.   Hallar  el  valor  de  𝑘  para  que  𝑓(𝑥, 𝑦)  sea  una  función  de   probabilidad  conjunta.   b.   Si  existe  𝑘  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  𝑋 + 𝑌    sea  menor  que  1?     c.   Hallar  función  de  densidad  para  𝑋  y  verifique  es  una  función  Beta   con  𝛼 = 3  𝑦  𝛽 = 2   d.   Deduzca  la  función  de  densidad  para    𝑌   e.   Deduzca  la  función  de  densidad  condicional  de  𝑌  𝑑𝑎𝑑𝑜  𝑞𝑢𝑒  𝑋 = 𝑥   f.   Encuentre  𝑃(𝑌 = 1.1|𝑋 = 0.6)   g.   ¿Las  variables  𝑋  𝑦  𝑌  son  independiente?  Explique  su  respuesta     14.  Sea  𝑋  𝑦  𝑌  las  proporciones  del  tiempo    (en  un  día  hábil)  durante  las  cuales  los   empleados  𝐴, 𝐵,  respectivamente,  realizan  sus  tareas.  El  comportamiento    de   frecuencia  relativa  conjunta  X,  Y  esta  modelado  por  la  siguiente  función   𝑥 + 𝑦, 𝑠𝑖  0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 𝑓 𝑥, 𝑌 =     0                        𝑒𝑛  𝑐𝑎𝑠𝑜  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜   a.   Encuentre  𝑃 𝑋 + 𝑌 ≤ 1   b.   Encuentre  las  funciones  marginales  para  las  variables   " " c.   Encuentre  𝑃(𝑋   ≥ |𝑌 ≥ )   4
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d.   Si  el  empleado  𝐵  pasa  el  50%  del  día  trabajando  en  sus  tareas   asignadas,  encuentre  la  probabilidad  de  que  el  empleado  𝐴  pase   más  de  75%  del  día  trabajando  en  tareas  similares   e.   El  empleado  A  tiene  un  porcentaje  más  alto  que  el  empleado  B  y   una  medida  de  la  productividad  total  del  par  de  empleados  es   30𝑋 + 25𝑌.  Encuentre  el  valor  esperado    y  la  varianza  de  esta   medida  de  productividad.     15.  En  la  producción  de  cierto  tipo    de  cobre,    dos  tipos  de  polvo  de  cobre  (𝐴, 𝐵)  se   mezclan  y  se  calientan  durante  cierto  tiempo.  Para  un  volumen  fijo  de  cobre   calentado,  el  productor  mide  la  proporción  𝑋  del  volumen  debido  al  cobre  solido   (algunos  poros  tendrán  que  llenarse  de  aire)  y  proporción  𝑌  de  la  masa  debida  a   los  cristales  tipo  𝐴.  Suponga  que  las  densidades  de  probabilidad  apropiadas  para   4 6𝑥 1 − 𝑥 ,      𝑠𝑖  0 ≤ 𝑥 ≤ 1 𝑋  𝑦  𝑌  son  𝑓" (𝑥) =    𝑓4 (𝑦) = 3𝑦 ,      𝑠𝑖  0 ≤ 𝑦 ≤ 1   0  𝑒��  𝑐𝑎𝑠𝑜  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 0  𝑒𝑛  𝑐𝑎𝑠𝑜  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 a.   La  proporción  del  volumen  muestral  debida  a  cristales  tipo  𝐴  es   entonces    𝑋𝑌  suponiendo  que  𝑋  𝑦    𝑌    sean  independientes,   encuentre  la    𝑃(𝑋𝑌 ≤ 0.5)   16.  La  función    de  densidad  de    probabilidad  conjunta    de  las  variables  aleatorias  ��, X™F™



, 𝑠𝑖  0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑦 < 1, 0 < 𝑧 < 3   𝑜  𝑒𝑛  𝑐𝑎𝑠𝑜  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜 a.   Hallar  la  función  marginal  conjuntas    de    𝑌  𝑦  𝑍   b.   Hallar  la  densidad  de  Y  



𝑌, 𝑦    𝑍  es    𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 =



"



"



"



X
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c.   Hallar  𝑃( < 𝑋 < , 𝑌 > , 1 < 𝑍 < 2)   "



d.   Hallar  𝑃(0 < 𝑋 < 1/2|𝑌 = , 𝑍 = 2)   X



17.  La  función  de  probabilidad  conjunta    de  las  variables  aleatorias      𝑋, 𝑌, 𝑦  𝑍    es                                             l™š  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑧 ≤ 2, 𝑦 ≥ 2    𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = F G   𝑜  𝑒𝑛  𝑐𝑎𝑠𝑜  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜   a.   Hallar  la  distribución  marginal  de  Z   b.   Hallar  la  función  marginal  conjunta  de  𝑋, 𝑦  𝑌   c.   Hallar  la  función  marginal  conjunta  de  𝑋, 𝑦  𝑍   d.   Hallar  𝑃(𝑋 ≥ 0.5, 𝑌 ≥ 6, 𝑍 ≥ 0.7)   e.   Hallar  𝑃(𝑋 > 0.3|𝑌 = 5, 𝑍 = 1)   f.   Hallar  𝑃(𝑋 > 1|𝑌 = 3)   g.   Hallar  𝜌™,F   h.   Hallar  𝐸 (𝑋 4 + 2Y)   i.   Hallar  𝑉 (2𝑋 + 3𝑍)   j.   Hallar  𝑉 (𝑋|𝑍 = 0.5).   18.  Las  variables  aleatorias  𝑋  𝑦  𝑌  son  tales  que  �� 𝑋 = 4,      𝐸 𝑌 = −1,      𝑉 𝑋 = 2,      𝑉 𝑌 = 8     a.   Encontrar  la  𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 ,    el  coeficiente  de  correlación    𝜌  
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