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TASAS DE VARIACION RELACIONADAS ENTRE SI g a g



Solución de problemas sobre tasas de variación relacionadas entre sí Solución de variantes de estos problemas Tres pasos importantes que se deben recordar



El p¡esente capitulo le enseñará al esrudianre a resolver p.oblemas sobre lasas de variación rclacionadas €ntre si. Dichos problenas examinan las tasas de va¡iación de diferentes cantidades.



10-1. Solución de problemas sobre tasas de variación relacionadas entre sí A,



iBúsqueda de una ecuación que relaciore las cantidades! En un problema básico sobre tasas de variación relacionadas enrre si. sc le pedirá al estudiante quc halle la iasa de variación de una canridad que está \,inculadá a la rasa de variación de alguna orfa canrid¿d. La relación enlre estas dos canlidades puede expresarse mediánre una ccuación. Puede resultar útil hacer un dibujo de la situación v desarrolla. lucso una ecuacion que reldciol.e ld, d.men,rore. Je orDUjo



B. ;Diferenciación de la



ecuación!



Para obtener una ecuación que relacione las tasas de variación (derivadat de las cantidades, debe diferenciarse la ecuación con respecro al tienpo. Se usará la diferenciación implicita. así que debe aplicarse cuidadosamente la regla de la cadena. La nuevá ecuación puede conleñer también las varia, bles orlginales. Podrán entonces susrituirse en la ecuación los valo¡es dados en el proble¡na v encont.ar la iolución para l¡ tasa de variacjón que responda a la pregunta planteada orieinalmenre.



EJEMPLO r0-r: Una bola de nieve hora. Si mantiene su éste



foma



nide 20 pulsadas?



(l



se está derritiendo a razón de 2 pies'por €sférica, ¿a qué tasa está variando el |adio cuando



pie



=



12 pulgadas).



S¿tu¿iád Primero se identifican las dos cantidades cuyas tas¿s de vari¡ción estén ¡elacionadas. En ere caso, se le pide al esrudianre que d€termine la razón de cambio del radio, ¡. y se le da la tasa de variación del voiumen, I/ (observe que I¿s unidades. pies' por hora, expresan que ésra es la rasa de va¡iación del volumen). Ahora se debefá obtener una ecuación que f€lacione esras canlidades. Debido a que s€ tra|a de las dimensiones de una €sfera. se sabe que



, =:rr' 224



Tasos de



eaiación rclaciotta.los ¿nt.



(ver fisura l0-l). Al derivar la ecuación tela€iona¡do t/ y ¡. resulúrá una nueva ecuación que relaciona sus tasas de vaiación. Derivando con respecto ai tiempo. s€ obtiene:



lY . tLr ,t, "n''' l, Habrá qu€ determinar el valor de dri d/ cuando r = 20 puls (5/3 piet. Para hallar este valor, se resuelve la ecuació¡ para d/idl cuando r = 5/l y dvldt =-2 (se r€quiere el signo menos porqüe el volurnen está disminu-



/sY



'\3/



dl d¡



Figum l0-l



9



Ejemplo 10-1



d¡



El radio está canbiando a una tasa de



pies por hora.



-9/(50Í)



Antes de dejar este ejempio. es bueno concentrarse en él nuevarnente fijándose en las unidades. En la ecuación inicial



I/=(constant€)xr'3 y las unidades debe¡ ser claras:



Pre\'



Pie'-



(una medida de tiemDebe recordarse que al derilar se está dividiendo po. qu€ lasunidades ^t tiende a 0. lo cual significa po) y tomando un límite cuando se han conveftido en pies'i h en^,el lado izquierdo ¿Qué pasa entonces en el



lado derecho? Se tiene que



d/ piesr ¿th Las unidades de



r:



(consran¡e)



'dt x r-.t



son pies:. y las unidades de



drrdl son pieslh. Asi. veriñ-



pies'



. Dies pies' r*'r' h= h =



Tantos detalles no son necesa¡ios en cada problema, pefo los ejemplos podrán ent€ndefie meior si se tienen en cuenta las unidades. pie eñ un sitio fijo elevando una coneta La 30 pies po¡ encima de las manos del niño,



EIEMPLO 10-2: Un niño



est.á de



comeia se mantiene a una



altura de



se desplaza pa¡alelarnente al terreno a razón de l0 pi€lseg. se halla a 50 p'es de distancia del niño, ¿con qué rapidez la cometa Cu¿ndo éste la cuerda de 1¿ cometa? suelta



a medida que



Solución El ejemplo pide que se halle la velocidad a la cual el niño está soltando la cuerda d€ la cometa y da la v€locidad lateral de Ia cometa. Primero, s€ hace un dibu.jo (ver figura l0-2) EI lado marcado "v" no debe indicárse con ei número 50, ya que en caso contrario, Ío se trataría de variables. En ef€cto, €l ejemplo pide qüe se halle d/i d/ cuando -t' : 50. Observe que la tasa de variación de x es la velocidad lateral de la cometa (10 pies/s€g) y que la tasa d€ variación de v es la tasa a la cual el niño €stá soltando la cuerda de la



Figor¡ l0-2 Ejemplo 10-2



sl
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Cólculo Seglrn €1 reorema de Pitágoras, s. puede escribifi



i{'z+900:}''¿ Diferencia¡do con respecto al riempo



I



,,4I -"



se obriene



^¿y



.lt



dy



Resolvemos esta ecuación para dlld/r conocemos ,y (50 pies)y puede obtenerse de ia ecuación originali



seg), y el valor de



¡



drldr



(10 piesi



.r'+9oo=50, r?:1600



¡:40 Ahora sustitui¡¡osl (40)(l0l



=



El niño es¡á soltando Ia cuerda de



La



50



:¿



coúeta a razón de



8 piesi seg. Es preciso



verificar las unidades.



l0-2. Solución de va¡iantes



de estos problemas



La mayoria de los problenas sot're tasas d€ variación relacionadas entre si son más complicados que los que se vieron en la sección t0-l; pero veremos que todos tienen en común lo siguienre:



(t) (2)



Se pueden esc.ibir una o más ecuaciones relacionando Ias cantidades. Se puede usar la diferencjación para hallar ias relaciones enrre las tasas de



variación de



A.



1as



cantidades.



Cantidades relacionadas por más de una ecuación Presentaremos problemas en los cual€s ias cantidades están relacionadas por varras ecuaciones. Posiblemenre el esrudianre será capaz de tratar estas ecuaciones para obtener una sola ecuación. pero a menudo esro no es necesario. Debe¡ derivarse todas las ecuaciones y luego resotve¡las para hallar la cantidad buscada.



EIEMPLO l0-3: Un cubo de hielo se esrá der¡itiendo. Cu¿ndo su volumen cm', el cubo se está de¡ritiendo a razón de 4 cmrr seg. Hallar la tasa de \¿flación del ;rea de la 'Jperlicie del cubo en e.e in.ranre.



es de 8



Solución: En esle ejenplo se da la tasa de variación del volunen del cubo y se pide que se obtenga la razón de cambio del área de la supe¡ficie. Por consiguient€, se deben buscar €cuaciones que relacionen el área del cubo con su volumen. El volumen r de un cubo cuyos lados tienen una longitud .r, es ¡r. Debido a qu€ el cubo tiene seis lados, cada uno con un área de .rr, et áre¿ del cubo es .l : 6irr. E¡ lugar de tratar de r€solver mediante una sola ecuación



Tasas de



que relacione S y ,/ por medio de la eliminación de la variable anbas ecuaciones con respecto al tiempo:



dS .^ tlt



r,



se



t'aiación rclacioñadas entrc



derivan



l-r 4t



Cuando el volunen del cubo es 8 cmj. ¡ debe ser 2 cm Deberá hallarse enio¡ces dsid¡ cuando i = 2, dado que df rlt = -l en ese tiempo. Asi,



-1 = 3(2)2 .,q (.r"ndo



' - ), d, d! -l I



De e.re modo.



^ = ,c,(,:) B.



Problemas que contienen más de dos cantidades



relacionadas entre sí La tasa de variación que se busca puede depender de las lasas de variación de diferenres cantidades. Como en los c¿sos anteriores, se debe hallaf la ecuación (o ecuaciones) que relacionen estas cantidades y diferencias



EJEMPLO 10-4: Un auronóvil está 30 millas al norte de la ciudad y se dirF ge hacia el norte a razón de 25 millas por hora AL rnismo tienpo, un camión está 40 millas al este de la ciudad y se desplaza hacia el este a razón de 50 mi' llas por hora. ¿Cuál €s la rasa de variación de la d¡tancia entre los dos vehicuSoluciót': Debe comenzárse por dibuiar un diasrana (\'er fisura 10-3) Por el reofe.na de Pirágor¿...e.¿be qJ(



Diferenciando con respecto al tiempo,



dr ...r1 t1t ¡1t



... o



a¡



simplemenie 'Jt



Se quiere halla¡ d.zrdl cuando



¡=



40.



!=



- t'lula



.- 1.



ecu"ción que



'elaciun¿



dl =



5



30, dxi



dt



JI



=



50



y dy dt =



25



30 -5n



1". Ias". de \arraLrón e'



(40)(50) de rnodo que ¿zr



Jt



+



(30)(25)



:



(50)¿:



5. I-os vehiculos están separándose a razón de 55 millasi h



Figüra 10-3 Ejernplo 10-4
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Cálculo



10-3. Tres pasos importantes que se deben recordar A. ¡Elaborar el dibujo cuidadosamente! Al hacer el dibujo correspondie¡re, se debe tener la seguridad de inciuir rodas las variables que intervienen en el problema.



B, iNo deben



marcarse las variables como consiantes! Algunas de las dinensiones que se dan en el probtema pernanecen fijas a nedida que t¡anscurre el riempo_ Esras dinensjones constantes en el diagrama. Cualquier¡ olra información define el insrante en el cual se debe calcular la tasa de variación; esras dimensjones no deben marcane como conraDtes, va que varian con el tiempo.



C, ¡Convertir la in{ormación



en un problema matemático! Una vez dibujado el diasrama. se tr¿slada la info¡mació¡ que se da en el problcma a modelos matemáricos sobre las variables conrenidas en el diagrama. L¿ pregunta del problema se plantea cono una pregun¡a acerca de las lariablcs o de sus tasas de variación.



D. :Dererm¡nar



dónde debe evaluar\e la ecuac¡ón que relaciona las tasas de vari¡ciónl Se debe examinar cuidadosamente Ia ecuación antes de decidir en dónde ha de ev:rluarse.



EJEMPLO l0-5: lln obrero sostiene un errremo de una cuefda de 36 pies de aL otro extrcno hay un peso. La cuerda pasa por una polea que está a 20 pies de al¡ura directamente sobre ln mano del obrero. Si ésre se áleja de la polea a razón de 5 piesr seg. ¿a qué velocidad se eieva el peso cuando esrá t0 pies por encima de la posición original? largo y



Solución: Ptin¡,erc se hace el dibujo (ver ñgura l0-4). Se quie¡e haltar ¿zid¡, dado que lri ¿, = 5. Según el diagratna. puede observarse que



I '!']+ '1oo: l'



I



Como se busca una ecuación que relacione r y z. se puede hallar una ecüación que ¡elacione dx ¿t y ¿zi¡lt. Puesto que lá cue¡da tiene una longiind de 3ó pies. _f + z : 36. De modo que ¡"'z



Figura 10.4 Ejemplo 10-5



+



400



= 136



:1']



Derivando,



,,40,



- 2lló :)l 136



4:



Aho.a, deberá hallarse dzidt cüúdo z es l0 pies más corta de Io que fue inicialmeñte,



es



decir, cuando



:=



ó. En ese instante.



x'z+100:(36-6)l



Tasas de



,t' qr.":.500.



Finalmenre..e



r"ila



J



d¡cu¿ndo



vatia.ión rctacionadas ente



/_ ó) - \.00



,r¡*ol = -f,u of, -3 El peso se levanra a razón de



(jv6)/3



piesr ses



l.



En un problema básjco sobre tasas de va¡iación relacionadas enrre sí, se le pjde al esrudianre que halle ta tasa de variación de una cantidad, d;da la tasa de variación de una caniidad ¡elacion¡da con elta. 2. L" relacron enr.e t". canrid¿de. pLede e\orr.r



r, Er¿\ ecu¿crone\ se deriv"n 4.



re,prcto



"t rieflpo



pa,¿ naita, ta retac.ó1 enlre



ras rasas de cambio de las cantidades. Se resuelven la o las ecuaciones para con¡efar ta pregun!a. puede ser nece_



0para



l. De esta manera 11 I/2 esunmáximocuandhcuando r = I (ycuando / = 1, h = 2). 4. Sean r la longitud y ), el ancho del rectángulo. Enlonces ,4 = jr],, y 0



Sustituyendo



x=3,d\ldt = l,r:2,drldt= -1t2:



!j=,1 ll*,,,r:l tlt \ tl El área está aumentando a razón de



lr2 cml/min.



Exanen



5. La distancia



18-: r



eslá



dadr por



- !.r- +



s



debido a que



¡: = r' '



L



.1,,,.'l'/J\-



: \,\_ + \-



Derivando:



;r



l



l._



I



1



.,.



¿ ¡



¿.¡



L



I
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