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Description


Estad´ıstica II Ejercicios Tema 1 Curso 2013/14



–



Soluciones



–



Respuestas



1. Una muestra aleatoria simple de diez coches del modelo X dio los siguientes datos de consumo de combustible (en millas por gal´ on): 27.2



27.2



26.8



26.9



25.3



26.0



26.4



25.7



28.1



25.7



Otra muestra aleatoria simple independiente de la anterior para doce coches del modelo Y dio los resultados siguientes: 24.2



24.3



25.3



24.8



25.1



25.0



24.9



23.9



26.0



26.1



26.0



26.3



Empleando la siguiente informaci´ on obtenida de Excel, conteste a las preguntas a continuaci´on:



(a) Emplee un procedimiento de estimaci´on insesgado para calcular estimaciones puntuales de la 2 media de la poblaci´ on µX y la varianza de la poblaci´on σX . (b) Emplee un procedimiento de estimaci´on insesgado para calcular una estimaci´on puntual de la proporci´ on en la poblaci´ on de los coches del modelo X, pX , cuyo consumo de combustible es superior a 25.8. (c) Emplee un procedimiento de estimaci´on insesgado para calcular estimaciones puntuales de la media de la poblaci´ on µY y la varianza de la poblaci´on σY2 . (d) Emplee un procedimiento de estimaci´on insesgado para calcular una estimaci´on puntual de la proporci´ on en la poblaci´ on de los coches del modelo Y, pY , cuyo consumo de combustible es superior a 25.8. (e) Emplee un procedimiento de estimaci´on insesgado para calcular una estimaci´on puntual de la diferencia de los consumos medios de combustible en las poblaciones entre los coches modelo X y modelo Y, esto es, de µX − µY . (f) Emplee un procedimiento de estimaci´on insesgado para calcular una estimaci´on puntual de la diferencia entre la proporci´ on en la poblaci´on de coches del modelo X con consumos superiores a 25.8 la proporci´ on en la poblaci´on de coches del modelo Y con consumos superiores a 25.8, esto es, de pX − pY . Soluci´ on. Definimos X = “consumo de combustible de un coche del modelo X” e Y = “consumo de combustible de un coche del modelo Y”, medidos ambos en millas por gal´on.
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P10 ¯ La estimaci´on correspondiente es x (a) Un estimador insesgado de µX es X. ¯ = i=1 xi = 2 26.53. Un estimador insesgado de σX es s2X . La estimaci´on correspondiente es s2x =



P10



i=1



265.3 10



=



x)2 x2i − 10(¯ 7045.17 − 10(26.53)2 6.761 = = ≈ 0.75. 10 − 1 9 9



(b) Un estimador insesgado de pX es pˆX = “proporci´on en la muestra de coches del modelo X con consumo superior a 25.8”. La estimaci´on correspondiente es pˆx =



1+1+1+1+0+1+1+0+1+0 = 0.7 10



P12 (c) Un estimador insesgado de µY es Y¯ . La estimaci´on correspondiente es y¯ = i=1 yi = 25.158333. Un estimador insesgado de σY2 es s2Y . La estimaci´on correspondiente es s2y



P12 =



i=1



301.9 12



=



yi2 − 12(¯ y )2 7602.39 − 12(25.158333)2 7.0894 = = ≈ 0.6449 12 − 1 11 11



(Hemos incluido decimales adicionales en el valor de y¯ para obtener el mismo valor que en la salida de Excel para el Ej. 22.) (d) Un estimador insesgado de pY es pˆY = “proporci´on en la muestra de coches del modelo Y con consumos superiores a 25.8”. La estimaci´on correspondiente es pˆy =



0+0+0+0+0+0+0+0+1+1+1+1 ≈ 0.33 12



¯ − Y¯ . La estimaci´on correspondiente es x (e) Un estimador insesgado de µX − µY es X ¯ − y¯ = 26.53 − 25.16 = 1.37. (f) Un estimador insesgado de pX − pY es pˆX − pˆY . La estimaci´on correspondiente es pˆx − pˆy = 0.7 − 0.33 = 0.37. Respuestas. Definimos X = “consumo de combustible de un coche del modelo X” e Y = “consumo de combustible de un coche del modelo Y”, medidos ambos en millas por gal´on. (a) 26.53, 0.75 (b) 0.7 (c) 25.158333, 0.6445 (d) 0.33 (e) 1.37 (f) 0.37 2. Obtenemos una muestra aleatoria simple de tama˜ no n = 400 de una poblaci´on X y construimos un intervalo de confianza al 95% para la media de la poblaci´on (desconocida) µX (suponemos que la desviaci´ on t´ıpica de la poblaci´ on, σX = 1, es conocida). Empleando la misma muestra construimos un intervalo de confianza al 80% para la media de la poblaci´on µX . Repetimos este proceso 300 veces. Como resultado, obtenemos 300 intervalos de confianza al 95% y otros 300 intervalos de confianza asociados para un nivel de confianza del 80%. Ambos conjuntos de intervalos se representan en la siguiente imagen.
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Intervalo de confianza



(a) ¿Qu´e gr´ afico, el izquierdo o el derecho, representa los intervalos de confianza al 95% para µX ? ¿Cu´ al es el gr´ afico correspondiente a los intervalos al 80% para µX ? Justifique su respuesta. (b) Para cada gr´ afico, indique cuantos de los 300 intervalos (aproximadamente) contendr´an el valor de µX y cuantos no lo har´ an. Soluci´ on. (a) Izquierda: intervalos de confianza al 80%. Derecha: intervalos de confianza al 95%. Justificaci´ on: a niveles mayores se tienen intervalos de mayor longitud, si todo lo dem´as no cambia. (b) Izquierda: aproximadamente 300(0.80) = 240 intervalos contendr´an µX y los restantes 60 no lo har´ an. Derecha: aproximadamente 300(0.95) = 285 contendr´an µX y los restantes 15 no lo har´ an. Respuestas. (a) Izquierda: intervalos de confianza al 80%. Derecha: intervalos de confianza al 95%. (b) Izquierda: 240 lo har´ an y 60 no. Derecha: 285 lo har´an y 15 no. 3. La edad media de todos los ministros del Gobierno de Espa˜ na en el momento de su nombramiento es 55 a˜ nos. Tomamos una muestra aleatoria simple de 30 ministros. ¿Tendr´ıa sentido construir un intervalo de confianza al 95% para la edad media de la poblaci´on? Soluci´ on. No, porque ya conocemos la media de la poblaci´on. Respuestas. No, porque ya conocemos la media de la poblaci´on. 4. Sea zα el cuantil superior de la distribuci´on normal est´andar correspondiente a α ∈ (0, 1), esto es, zα satisface P (Z > zα ) = α, donde Z ∼ N (0, 1). Si α aumenta, ¿aumenta o decrece el valor de zα ? Justifique su respuesta. Soluci´ on. Conforme α aumenta, zα disminuye. La raz´on es que α es el ´area correspondiente a la cola derecha, y al aumentar desplaza el cuantil a la izquierda. Respuestas. Conforme α aumenta, zα disminuye. 2 5. Considere dos poblaciones que siguen una distribuci´on normal, X ∼ N (µX , σX ) y Y ∼ N (µY , σY2 ). Tomamos 200 muestras aleatorias simples de tama˜ no n = 100 de X y, suponiendo que la desviaci´ on t´ıpica de la poblaci´ on es conocida, construimos un intervalo de confianza al 95% para la media de la poblaci´ on a partir de cada muestra.



Tomamos otras 200 muestras aleatorias simples de tama˜ no n = 100 de Y y, suponiendo que la desviaci´ on t´ıpica de la poblaci´ on es conocida, construimos un intervalo de confianza al 95% para la media de la poblaci´ on a partir de cada muestra. A continuaci´ on se representan los intervalos de confianza obtenidos: 3
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(a) Sabiendo que la desviaci´ on t´ıpica de la poblaci´on σX es igual a 1 y que σY es igual a 3, asocie cada gr´ afico a su poblaci´ on correspondiente (X o Y ). Justifique su respuesta. (b) Para cada gr´ afico, indique cuantos de los 200 intervalos (aproximadamente) contendr´an bien µX o bien µY y cuantos no. Soluci´ on. (a) Izquierda: X. Derecha: Y . Justificaci´on: cuanto mayor es la desviaci´on t´ıpica de la poblaci´on, mayor es el tama˜ no del intervalo (si todo lo dem´as permanece igual). (b) Izquierda: Aproximadamente 200(0.95) = 190 intervalos contendr´an µX y los restantes 10 no. Derecha: Aproximadamente 200(0.95) = 190 intervalos contendr´an µY y los restantes 10 no. Respuestas. (a) Izquierda: X. Derecha: Y . (b) Izquierda: Aproximadamente 200(0.95) = 190 intervalos contendr´an µX y los restantes 10 no. Derecha: Aproximadamente 200(0.95) = 190 intervalos contendr´an µY y los restantes 10 no. 6. Los siguientes cuatro gr´ aficos muestran intervalos de confianza (para un nivel de confianza del 95%) para la proporci´ on en la poblaci´ on (desconocida) pX , obtenidos de 50 muestras aleatorias simples de tama˜ no n de X, bajo cuatro escenarios I-IV. Identifique cada escenario con su gr´afico.
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Soluci´ on. Superior izquierdo: Superior derecho: Inferior izquierdo: Inferior derecho:
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n = 100, n = 400, n = 400, n = 100,



X X X X



∼ Bernoulli(0.7) ∼ Bernoulli(0.3) ∼ Bernoulli(0.7) ∼ Bernoulli(0.3)



(escenario (escenario (escenario (escenario



IV) I) II) III)



n = 100, n = 400, n = 400, n = 100,



X X X X



∼ Bernoulli(0.7) ∼ Bernoulli(0.3) ∼ Bernoulli(0.7) ∼ Bernoulli(0.3)



(escenario (escenario (escenario (escenario



IV) I) II) III)



Respuestas. Superior izquierdo: Superior derecho: Inferior izquierdo: Inferior derecho:



7. El intervalo de confianza para la media de la poblaci´on µX es sim´etrico en torno a la media muestral 2 en torno a la cuasix ¯. ¿Es sim´etrico el intervalo de confianza para la varianza de la poblaci´on σX 2 varianza de la muestra sx ? Justifique su respuesta. Soluci´ on. No. Los extremos del intervalo se obtienen multiplicando el valor s2x por n − 1 y dividiendo por los cuantiles correspondientes de una distribuci´on χ2n−1 . Estos cuantiles no son sim´etricos respecto de n − 1 (la media de la distribuci´on). Respuestas. No. 8. Se ha obtenido el intervalo de confianza al 99%, (75.7, 82.5), para la media de la poblaci´on correspondiente al nivel de satisfacci´ on de los estudiantes con sus coches. ¿Ser´ıa razonable decir que se tiene una probabilidad del 99% de que la media de la poblaci´on para el nivel de satisfacci´on se encuentre entre 75.7 y 82.5? Si no fuese as´ı, reemplace esta afirmaci´on por otra correcta. Soluci´ on. No, no es correcto decir que P (75.7 < µX < 82.5) = 0.99, ya que µX es un n´ umero, no una variable aleatoria, y por tanto esta probabilidad solo puede valer 1 (si µX pertenece al intervalo) o 0 (si no). Una afirmaci´ on correcta, por ejemplo, es decir que tenemos una confianza del 99% de que el valor µX se encuentre en el intervalo. Alternativamente, tambi´en podemos decir que si construimos muchos intervalos de confianza para µX , en aproximadamente el 99% de ellos el valor µX se encontrar´ a dentro, y en los restantes estar´a fuera del intervalo. Respuestas. No, no es correcto decir que P (75.7 < µX < 82.5) = 0.99, ya que µX es un n´ umero, no una variable aleatoria, y por tanto esta probabilidad solo puede valer 1 (si µX pertenece al intervalo) o 0 (si no). Una afirmaci´ on correcta, por ejemplo, es decir que tenemos una confianza del 99% de que el valor µX se encuentre en el intervalo. Alternativamente, tambi´en podemos decir que si construimos muchos intervalos de confianza para µX , en aproximadamente el 99% de ellos el valor µX se encontrar´ a dentro, y en los restantes estar´a fuera del intervalo.
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9. Un fabricante desea controlar los niveles de impurezas en los env´ıos de materia prima que recibe de un proveedor. En una muestra aleatoria simple de quince env´ıos se obtuvo una cuasi-desviaci´ on t´ıpica de 2.36% en el nivel de concentraci´on de las impurezas. Se supone que la distribuci´on de los niveles de impurezas sigue una distribuci´on normal. (a) Calcule e interprete un intervalo de confianza al 95% para la varianza de la poblaci´on. (b) Un intervalo de confianza al 99%, ¿ser´ıa menor o mayor que el obtenido en el apartado anterior? Justifique su respuesta sin realizar ning´ un c´alculo. (c) Calcule e interprete un intervalo de confianza al 95% para la desviaci´on t´ıpica de la poblaci´on. Soluci´ on. (a) Hip´ otesis: MAS, normalidad de la poblaci´on.



Poblaci´ on: X = “concentraci´ on de niveles de impureza en un env´ıo de materia prima (en %)” 2 X ∼ N (µX , σX )



&



s2x = 2.362 ≈ 5.57



1 − α = 0.95 ⇒ α/2 = 0.025



MAS: n = 15



Muestra: sx = 2.36 2 Objetivo: IC0.95 (σX )=







(n−1)s2x (n−1)s2x , χ2n−1;α/2 χ2n−1;1−α/2



n = 15







χ2n−1;1−α/2



=



χ214;0.975 = 5.63



χ2n−1;α/2



=



2 IC0.95 (σX )



=



χ214;0.025 = 26.12   14(5.57) 14(5.57) , 26.12 5.63 (2.99, 13.85)



=



Con una confianza del 95%, la varianza de los niveles de concentraci´on de impurezas est´a entre 2.99 y 13.85. (b) Ser´ıa mayor, ya que el tama˜ no del intervalo aumenta con el nivel de confianza. √ √ (c) IC0.95 (σX ) = ( 2.99, 13.85) = (1.73, 3.72) y podemos tener una confianza del 95% de que la desviaci´ on t´ıpica de los niveles de concentraci´on de las impurezas est´a entre 1.73 y 3.72. Respuestas. 2 ) = (2.99, 13.85). Podemos tener una confianza del 95% de que la varianza de los (a) IC0.95 (σX niveles de concentraci´ on de impurezas est´a entre 2.99 y 13.85.



(b) Ser´ıa mayor, ya que el tama˜ no del intervalo aumenta con el nivel de confianza. (c) IC0.95 (σX ) = (1.73, 3.72). Podemos tener una confianza del 95% de que la desviaci´on t´ıpica de los niveles de concentraci´ on de las impurezas est´a entre 1.73 y 3.72. 10. Las personas en una muestra aleatoria simple de cincuenta y cuatro representantes sindicales fueron preguntadas por la frecuencia con la que en sus negociaciones con la empresa hab´ıan aceptado una revisi´ on salarial por debajo del aumento del coste de la vida. De los miembros de la muestra, catorce respondieron “nunca” a esa pregunta. Con esta informaci´on, un estudiante de Estad´ıstica calcul´ o un intervalo de confianza entre 16% y 36% para el porcentaje de la poblaci´on de representantes sindicales que nunca aceptaron una revisi´on inferior al aumento del coste de la vida. (a) Encuentre el nivel de confianza asociado a este intervalo. (b) Construya e interprete un intervalo de confianza al 80% para el porcentaje de la poblaci´on que se est´ a considerando. Soluci´ on. (a) Hip´ otesis: MAS, n elevado.
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Poblaci´ on: X = 1 si un representante sindical nunca acept´o una revisi´ on menor que el aumento del coste de la vida y 0 en otro caso X ∼ Bernoulli(pX ) pX = proporci´ on de representantes sindicales que nunca aceptaron una revisi´ on menor que el aumento del coste de la vida



&



MAS: n = 54



Muestra: pˆx = 14/54 ≈ 0.26 IC1−α (pX ) = (0.16, 0.36) Objetivo: 1 − α Para encontrar 1 − α se puede emplear la relaci´on p ancho = 2zα/2 pˆx (1 − pˆx )/n



De la teor´ıa ancho del IC = De los datos



2zα/2



p



0.26(1 − 0.26)/54



ancho del IC = 0.36 − 0.16 = 0.2 ⇒ 0.06 z }| { p 2zα/2 0.26(1 − 0.26)/54 = 0.2 0.2 zα/2 = ≈ 1.67 2(0.06) α/2 = 0.047 α



=



0.094



El nivel de confianza empleado fue 1 − α = 1 − 0.094 = 90.6%. y resolver esta ecuaci´ on para zα/2 . De ese valor se identifican α y (1 − α). (b) Hip´ otesis: MAS, n elevado. pˆx = 0.26



n = 54



Poblaci´ on: 1 − α = 0.8 ⇒ α/2 = 0.10 X = 1 si un representante sindical nunca acept´o zα/2 = z0.10 = 1.28 una revisi´ on menor que el aumento del coste de   0.06 la vida y 0 en otro caso zr }| {   X ∼ Bernoulli(pX )  0.26(1 − 0.26)    IC0.8 (pX ) = 0.26 ∓ 1.28 pX = proporci´ on de representantes sindicales  54   que nunca aceptaron una revisi´on menor que el aumento del coste de la vida = (0.26 ∓ 0.0768) MAS: n = 54



&



Muestra: pˆx = 14/54 ≈ 0.26   q pˆx (1−pˆx ) Objetivo: IC0.9 (pX ) = pˆx ∓ zα/2 n



=



(0.1832, 0.3368)



Podemos tener una confianza del 80% de que el porcentaje en la poblaci´on de los representantes sindicales que nunca aceptan una revisi´ on menor que el aumento del coste de la vida est´ a entre el 18.32% y el 33.68%.



Respuestas. (a) Aproximadamente 90.6% (b) IC0.8 (pX ) = (0.1832, 0.3368) 11. Se supone que las notas obtenidas por un grupo numeroso de estudiantes que tomaron un examen siguen una distribuci´ on normal. Una muestra aleatoria de veinticinco notas nos proporciona los siguientes valores: 25 25 X X xi = 1508 x2i = 95628 i=1



i=1



(a) Encuentre e interprete un intervalo de confianza al 90% para la media de la poblaci´on. (b) Si llevar a cabo ning´ un c´ alculo, indique si un intervalo de confianza al 95% para la media de la poblaci´ on ser´ıa mayor o menor que el anterior. Soluci´ on. (a) Hip´ otesis: MAS, normalidad de la poblaci´on.
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sx Population: X = ”nota del examen” 2 2 desconocida X ∼ N (µX , σX ) σX



&



=



n = 25 1 − α = 0.9 tn−1;α/2



s2x =



IC0.9 (µX )



194.3933 ≈ 13.94



x ¯ = 60.32 ⇒ α/2 = 0.05 =



MAS: n = 25 peque˜ no



Muestra: x ¯ = 1508/25 = 60.32



√



=



t24;0.05 = 1.711 



 2.788 z }| {  13.94    60.32 ∓ 1.711 √   25 



95628 − 25(60.32)2 = 194.3933 25 − 1



=



(60.32 ∓ 4.77)







=



(55.55, 65.09)







Objetivo: IC0.9 (µX ) = x ¯ ∓ tn−1;α/2 √sxn



Podemos afirmar con un 90% de confianza que la media de la poblaci´on de las notas del examen est´ a entre 55.55 y 65.09. (b) Ser´ a mayor, porque la longitud del intervalo de confianza aumenta con el aumento del nivel de confianza. Respuestas. (a) IC0.9 (µX ) = (55.55, 65.09) (b) Ser´ a mayor porque la longitud del intervalo aumenta con el aumento del nivel de confianza. 12. La UC3M est´ a interesada en analizar el tiempo que sus estudiantes dedican al estudio durante la semana. Una muestra aleatoria simple de diecis´eis estudiantes ten´ıa una media de tiempo dedicado al estudio de 18.36 h., con una cuasi desviaci´on t´ıpica muestral de 3.92 h. Suponemos que los tiempo de estudio est´ an distribuidos normalmente. (a) Encuentre e interprete un intervalo de confianza al 90% para el tiempo medio de estudio semanal de todos los estudiantes de la UC3M. (b) Indique, sin realizar c´ alculos adicionales, si el intervalo ser´ıa menor o mayor en cada uno de los casos siguientes: i. La muestra contiene treinta estudiantes (los dem´as valores no var´ıan). ii. La cuasi desviaci´ on t´ıpica de la muestra es 4.15 h. (los dem´as valores no var´ıan). iii. Se desea obtener un intervalo al 80% (los dem´as valores no var´ıan). (c) Si la poblaci´ on no estuviese distribuida normalmente, ¿se podr´ıa construir un intervalo de confianza para la media de la poblaci´on? Justifique su respuesta. ¿Que posible soluci´ on podr´ıa aplicarse en este caso? (d) Construya e interprete un intervalo de confianza al 90% para la desviaci´on t´ıpica de la poblaci´ on. Soluci´ on. (a) Hip´ otesis: MAS, normalidad de la poblaci´on.
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sx Poblaci´ on: X = “tiempo de estudio semanal de un estudiante en la UC3M (en h)” X∼



2 N (µX , σX )



&



2 σX



=



n = 16 1 − α = 0.9 tn−1;α/2



x ¯ = 18.36 ⇒ α/2 = 0.05 =



desconocida IC0.9 (µX )



MAS: n = 16 peque˜ na



Muestra: x ¯ = 18.36 sx = 3.92 



Objetivo: IC0.9 (µX ) = x ¯∓



tn−1;α/2 √sxn







3.92



=



t15;0.05 = 1.753 



 0.98 z }| {  3.92    18.36 ∓ 1.753 √   16 



=



(18.36 ∓ 1.72)



=



(16.64, 20.08)



Podemos tener una confianza del 90% de que la media de la poblaci´on de tiempos de estudio semanales est´a entre 16.64 y 20.08 h. (b) i. Ser´ıa menor. En la expresi´ on de la semilongitud del intervalo (tn−1;α/2 √sxn ) dividimos por √ n. Con m´ as datos tenemos m´as precisi´on. ii. Ser´ıa mayor. En la expresi´ on de la semilongitud del intervalo multiplicamos por sx . Con m´ as variabilidad en la muestra, tenemos menos precisi´on. iii. Ser´ıa menor. En la expresi´ on de la semilongitud del intervalo multiplicamos por tn−1;α/2 , que decrece cuando aumentamos α/2 desde 0.1/2 a 0.2/2. (c) No con lo visto en la asignatura, porque estamos trabajando con una muestra peque˜ na y una desviaci´ on t´ıpica de la poblaci´on desconocida. Hemos utilizado un estad´ıstico con una distribuci´ on t de Student que solo es v´alido bajo normalidad en la poblaci´on. Si la poblaci´ on no fuese normal, podr´ıamos recoger m´as datos hasta conseguir un tama˜ no de muestra elevado (n ≥ 30) para poder utilizar el Teorema Central del L´ımite y un estad´ıstico aproximadamente normal. (d) Hip´ otesis: MAS, normalidad de la poblaci´on. s2x = 3.922 ≈ 15.37 Poblaci´ on: X = “tiempo de estudio semanal de un estudiante de la UC3M (en h)” 2 X ∼ N (µX , σX )



&



MAS: n = 16



⇒ α/2 = 0.05



χ2n−1;1−α/2



=



χ215;0.95 = 7.26



χ2n−1;α/2



=



2 IC0.9 (σX )



= =



χ215;0.05 = 25.00   15(15.37) 15(15.37) , 25.00 7.26 (9.22, 31.76) ⇒



=



(3.04, 5.64)



Muestra: sx = 3.92 „r Objetivo: IC0.9 (σX ) =



(n−1)s2 x , χ2 n−1;α/2



r



(n−1)s2 x χ2 n−1;1−α/2



«



n = 16



1 − α = 0.9



IC0.9 (σX )



Podemos tener una confianza del 90% de que la desviaci´on t´ıpica de la poblaci´on para el tiempo semanal de estudio de los estudiantes de la UC3M est´a entre 3.04 y 5.64 h.



Respuestas. (a) IC0.9 (µX ) = (16.64, 20.08). Podemos tener una confianza del 90% de que la media de la poblaci´ on de tiempos de estudio semanales est´a entre 16.64 y 20.08 h. (b) i. Menor. ii. Mayor. iii. Menor. (c) No. Podr´ıamos obtener datos adicionales para aumentar el tama˜ no muestral. (d) IC0.9 (σX ) = (3.04, 5.64). Podemos tener una confianza del 90% de que la desviaci´on t´ıpica de la poblaci´ on para el tiempo semanal de estudio de los estudiantes de la UC3M est´a entre 3.04 y 5.64 h. 9



13. Un proceso industrial para fabricar ladrillos genera productos cuyos pesos siguen una distribuci´ on normal con una desviaci´ on t´ıpica de 0.12 Kg. Una muestra aleatoria de diecis´eis ladrillos de la producci´ on de un d´ıa tiene un peso medio de 4.07 Kg. (a) Encuentre e interprete un intervalo de confianza al 95% para el peso medio de todos los ladrillos producidos en ese d´ıa. (b) La direcci´ on piensa que el intervalo obtenido en la pregunta anterior es demasiado amplio y desea reducir su tama˜ no a la mitad. ¿Cu´antas observaciones adicionales ser´ıan necesarias para conseguir un intervalo con esa propiedad? ¯ (c) Proporcione un valor para el error est´andar de X. Soluci´ on. (a) Hip´ otesis: MAS, normalidad de la poblaci´on. n = 16



x ¯ = 4.07



1 − α = 0.95 ⇒ α/2 = 0.025 zα/2



Poblaci´ on: X = “peso de un ladrillo (en Kg)” 2 X ∼ N (µX , σX = 0.122 )



&



IC0.95 (µX )



SRS: n = 16



=



=



z0.025 = 1.96 



 0.03 z }| {  0.12    4.07 ∓ 1.96 √   16 



Muestra: x ¯ = 4.07   σX Objetivo: IC0.95 (µX ) = x ¯ ∓ zα/2 √ n



=



(4.07 ∓ 0.0588)



=



(4.011, 4.129)



Podemos tener una confianza del 95% de que el peso medio de la poblaci´on est´a entre 4.011 y 4.129 Kg. (b) Hip´ otesis: MAS, normalidad de la poblaci´on. Poblaci´ on: X = “peso de un ladrillo (en Kg)” 2 X ∼ N (µX , σX = 0.122 )



&



σX 2zα/2 √ ∗ n √ n∗



MAS: n =?



= =



σX 1 2zα/2 √ · n 2 √ 4n



∗



n = 4n IC1−α (µX ) : tama˜ no menor de la mitad del anterior Objetivo: n∗ tal que la nueva amplitud del inter- Necesitaremos un tama˜ no muestral cuatro veces valo, 2zα/2 √σnX∗ , sea la mitad de la amplitud ante- mayor que el original, esto es, debemos aumentar σX el tama˜ no de la muestra de n a 4n, i.e., en 3n = . rior, 12 · 2zα/2 √ n 3(16) = 48 observaciones. ¯ = σX /√n = 0.12/4 = 0.03 (c) ES(X) Respuestas. (a) IC0.95 (µX ) = (4.011, 4.129). Podemos tener una confianza del 95% de que el peso medio de la poblaci´ on est´ a entre 4.011 y 4.129 Kg. (b) Necesitaremos un tama˜ no muestral cuatro veces mayor que el original, esto es, debemos aumentar el tama˜ no de la muestra en 3n = 3(16) = 48 observaciones. ¯ = σX /√n = 0.12/4 = 0.03 (c) ES(X) 14. Una universidad hace un seguimiento de los sueldos de sus antiguos alumnos. A partir de una muestra de 20 antiguos alumnos de una titulaci´on ha observado que la media de los sueldos mensuales transcurrido un a˜ no desde la graduaci´on es de 1700 euros, y la cuasi desviaci´on t´ıpica es de 350 euros. Suponemos que la poblaci´ on sigue una distribuci´on normal. (a) Calcule un intervalo de confianza al 95% para el salario medio mensual de todos los graduados de la titulaci´ on, un a˜ no despu´es de su graduaci´on. 10



(b) ¿Cu´ al ser´ıa el intervalo si el nivel de confianza se fija en el 99%? (c) ¿Qu´e tama˜ nos de muestra dar´ıan intervalos de longitud menor de 100 euros, si los valores de la media y la cuasi desviaci´ on t´ıpica muestrales no var´ıan, y el nivel de confianza es del 95%? Soluci´ on. (a) Tenemos una muestra aleatoria simple de una distribuci´on normal con desviaci´on t´ıpica desconocida. Nuestro estad´ıstico pivotal es: ¯ − µX X √ ∼ tn−1 , sX / n donde tn−1 denota una distribuci´on t de Student con n − 1 grados de libertad. Comenzamos por calcular el valor del cuantil de la distribuci´on, tn−1,α/2 . Tenemos α = 0.05 y α/2 = 0.025, as´ı como n = 20. De las tablas para la t de Student con 19 grados de libertad obtenemos para α/2 = 0.025 el valor t19,0.025 = 2.093. El intervalo pedido tiene la forma −tn−1,α/2 ≤



x ¯ − µX √ ≤ tn−1,α/2 sx / n



Sustituyendo valores y teniendo en cuenta que los datos de la muestra son x ¯ = 1700 y sx = 350, obtenemos 1700 − µX √ −2.093 ≤ ≤ 2.093 ⇔ IC1−α (µX ) = [1536.2; 1863.8]. 350/ 20 (b) Modificamos el intervalo anterior para tener α = 0.01 y α/2 = 0.005, con n = 20. De las tablas para la t de Student con 19 grados de libertad obtenemos para α/2 = 0.005 el valor t19,0.005 = 2.861. Sustituyendo este valor obtenemos −2.861 ≤



1700 − µX √ ≤ 2.861 ⇔ IC1−α (µX ) = [1476.1; 1923.9]. 350/ 20



Podemos tener una confianza del 95% de que el salario mensual medio de todos los antiguos alumnos de la titulaci´ on est´ a entre 1536.2 y 1863.8 euros. (c) Para determinar el tama˜ no de muestra buscado, imponemos la condici´on de que el tama˜ no te´ orico del intervalo sea igual al valor indicado en el enunciado, y resolvemos la ecuaci´ on resultante en n. Como el intervalo tiene la forma sx sx x ¯ − tn−1,α/2 √ ≤ µ ≤ x ¯ + tn−1,α/2 √ n n √ √ su longitud es 2tn−1,α/2 sx / n. En este caso, tanto tn−1,α/2 como n dependen de n, por lo que debi´eramos obtener el valor deseado resolviendo la ecuaci´on (algo que no es sencillo) √ 2tn−1,α/2 sx / n = 100. Pero para valores elevados de n el valor del cuantil tn−1,α/2 cambia muy poco con n (ver las tablas), y podemos emplear como primera aproximaci´on el valor correspondiente a n = ∞ (el cuantil de una distribuci´ on normal) para tener n, t∞,0.025 = 1.96. Sustituyendo este valor y resolviendo para n obtenemos sx 350 100 = 2tn−1,α/2 √ = 2 × 1.96 √ ⇒ n = n n







2 × 1.96 × 350 100



2 = 189



Pero para n = 189 el valor del cuantil tn−1,α/2 es 1.9726 (obtenido con un programa √ de ordenador, por ejemplo Excel) y la longitud del intervalo de confianza es 2tn−1,α/2 sx / n = 100.44, cercano al valor deseado pero un poco superior. El valor correcto se obtiene (por prueba y error, por ejemplo) para n = 191. Respuestas.
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(a) IC0.95 (µX ) = (1476.1; 1923.9). Podemos tener una confianza del 95% de que el salario mensual medio de todos los antiguos alumnos de la titulaci´on est´a entre 1536.2 y 1863.8 euros. (b) Tenemos IC0.99 (µX ) = (1476.1; 1923.9). (c) El tama˜ no muestral deseado es n = 191. 15. Una compa˜ n´ıa lleva a cabo un control de calidad para los productos que recibe de uno de sus proveedores. Para controlar uno de los atributos de este producto se selecciona una muestra aleatoria de 20 y se mide el valor del mismo. Para esta muestra se obtiene una desviaci´on t´ıpica muestral igual a 2.3. Suponemos que los valores del atributo siguen una distribuci´on normal. (a) Calcule un intervalo de confianza al 90% para la varianza de la poblaci´on. (b) Supongamos que para otra muestra de tama˜ no 40 se obtiene el mismo valor de la desviaci´ on t´ıpica muestral. ¿Cu´ al ser´ıa el valor del intervalo de confianza para la varianza de la poblaci´ on obtenido a partir de esta muestra, para el mismo nivel de confianza del 90%? Soluci´ on. (a) Tenemos una muestra aleatoria simple de una poblaci´on normal y deseamos calcular un intervalo de confianza para la varianza de la poblaci´on. Nuestra cantidad pivotal es: (n − 1)s2X ∼ χ2n−1 , 2 σX donde χ2n−1 denota una distribuci´on chi-cuadrado con n − 1 grados de libertad. Comenzamos por el c´ alculo de los cuantiles de inter´es. Tenemos α = 0.1 y α/2 = 0.05, 1 − α/2 = 0.95, as´ı como n = 20. De las tablas para la distribuci´on chi-cuadrado con 19 grados de libertad obtenemos χ219,0.95 = 10.117 y χ219,0.05 = 30.144. El intervalo de confianza para la varianza es (n − 1)s2x ≤ χ2n−1,α/2 . χ2n−1,1−α/2 ≤ 2 σX Sustituyendo los valores de la muestra, de la que nos dicen que s2x = 2.32 = 5.29, obtenemos el intervalo 10.117 ≤



19 × 5.29 19 × 5.29 19 × 5.29 2 2 ≤ 30.144 ⇔ ≤ σX ≤ ⇔ IC1−α (σX ) = [3.334; 9.935]. 2 σX 30.144 10.117



Podemos tener una confianza del 90% de que la varianza de la poblaci´on est´a entre 3.334 y 9.935. (b) Si el tama˜ no muestral es ahora n = 40, los nuevos valores de los cuantiles de inter´es son χ239,0.95 = 25.695 y χ239,0.05 = 54.572. El nuevo intervalo es 25.695 ≤



39 × 5.29 39 × 5.29 39 × 5.29 2 2 ≤ 54.572 ⇔ ≤ σX ≤ ⇔ IC1−α (σX ) = [3.781; 8.029]. 2 σX 54.572 25.695



Respuestas. 2 (a) IC0.9 (σX ) = (3.334; 9.935). Podemos tener una confianza del 90% de que la varianza de la poblaci´ on est´ a entre 3.334 y 9.935. 2 (b) Para n = 40 obtenemos IC0.9 (σX ) = (3.781; 8.029).



16. Un estudio de mercado ha llevado a cabo una encuesta a 64 personas. En ella se les ha preguntado si estar´ıan interesadas en comprar dos productos, A y B. 29 personas han respondido afirmativamente a la pregunta en relaci´ on con el producto A, 32 han mostrado inter´es en el producto B y 26 estaban interesadas en ambos productos. Se pide que: (a) Emplee un procedimiento de estimaci´on insesgado para estimar el porcentaje de clientes en la poblaci´ on interesado en comprar ambos productos. (b) Emplee un procedimiento de estimaci´on insesgado para estimar el porcentaje de clientes interesados en adquirir el primer producto, pero no el segundo. 12



(c) Indique la varianza del estimador empleado para responder a la pregunta anterior, y estime su valor a partir de la muestra. (d) Calcule un intervalo de confianza para la proporci´on de clientes interesados en la compra del primer producto, pero no del segundo (como en la segunda pregunta), para un nivel de confianza del 99%. (e) Pregunta para discutir. Calcule otro intervalo de confianza (aproximado) para esta proporci´ on con el mismo nivel de confianza, pero con la propiedad de que el extremo izquierdo del intervalo sea igual a cero. Soluci´ on. (a) Para obtener estimadores insesgados para una proporci´on en una poblaci´on podemos emplear el valor de la proporci´ on muestral correspondiente. En nuestro caso, si pAB denota la proporci´ on de consumidores interesados en ambos productos, el valor de la estimaci´on es pˆab =



26 = 0.406. 64



(b) Para obtener esta segunda estimaci´on empleamos el mismo procedimiento que en la pregunta anterior, pero necesitamos obtener el n´ umero de personas en la muestra que satisfacen la condici´ on. En este caso, de los 29 clientes interesados en el primer producto, 29 − 26 = 3 no tienen inter´es en el segundo. Por tanto, la estimaci´on buscada para pAB¯ , la proporci´on de clientes en la poblaci´ on que desean comprar el primer producto pero no el segundo, viene dada por 3 = 0.047. pˆa¯b = 64 (c) Este estimador se puede escribir como la media de variables Bernoulli que toman el valor 1 cuando se cumple la condici´ on de inter´es. Su varianza ser´a la varianza de cada variable Bernoulli en la suma, pAB¯ (1 − pAB¯ ), dividida por n, Var[ˆ pAB¯ ] =



pAB¯ (1 − pAB¯ ) . n



Una estimaci´ on de esta varianza es pa¯b (1 − pa¯b ) = 0.047(1 − 0.047)/64 = 0.00070. n−1 (d) Suponemos que tenemos una m.a.s. con n suficientemente grande para poder aplicar el TCL. El estad´ıstico pivotal es pˆ ¯ − pAB¯ p AB ∼approx. N (0, 1). pˆAB¯ (1 − pˆAB¯ )/n De la muestra tenemos pˆa¯b = 0.047 y n = 64. Tambi´en, zα/2 = z0.005 = 2.576. El intervalo de confianza vendr´ a dado por p IC0.1 (pAB¯ ) = [ˆ pa¯b ± zα/2 pˆa¯b (1 − pˆa¯b )/n] = [−0.021; 0.115]. (e) Como el valor de pAB¯ no puede ser negativo, la probabilidad asociada al subintervalo [−0.021; 0] es cero. Por tanto, el intervalo [0; 0.115] tendr´ıa la propiedad deseada. Este argumento se puede llevar al extremo obteniendo un intervalo que excluya u ´nicamente valores en la cola derecha de la distribuci´ on. Este nuevo intervalo de confianza vendr´a dado por p CIα (pAB¯ ) = [−∞; pˆa¯b + zα pˆa¯b (1 − pˆa¯b )/n] = [−∞; 0.108], y por el mismo argumento anterior ser´a equivalente a [0; 0.108]. Respuestas. (a) pˆab = (b) pˆa¯b =



26 64 10 64



= 0.406. = 0.047. 13



(c)



pa¯b (1−pa¯b ) n



= 0.156(1 − 0.156)/64 = 0.00070.



(d) IC0.1 (pAB¯ ) = [−0.021; 0.115]. (e) ICα (pAB¯ ) = [0; 0.108]. 17. El equipo directivo de una gran superficie tiene informaci´on de que la edad de los clientes que acuden a su centro comercial sigue una distribuci´on normal con desviaci´on t´ıpica igual a 5. Se realiza una encuesta de forma aleatoria (m.a.s) a 100 clientes y se obtiene que la media de edad entre los encuestados es de 30 a˜ nos. Se pide que: (a) Obtenga un intervalo de confianza al 96% para la media de edad de los clientes que acuden al centro. (b) ¿Cu´ al ser´ıa el tama˜ no de la muestra para obtener un intervalo de longitud 1 o inferior? (c) Calcule la probabilidad de que la cuasi-varianza muestral sea menor que 19.67. (d) En la muestra anterior 25 personas se han identificado como extranjeros. Calcule un intervalo de confianza al 95% para la proporci´on de extranjeros que compran en este centro. (e) La directora de ventas de la empresa dispone de informaci´on de otra muestra (independiente) sobre la proporci´ on de extranjeros en sus centros. Para una muestra de tama˜ no 200 la proporci´ on muestral es del 20%. Calcule un intervalo de confianza mejorado (a un nivel del 95%) para esta proporci´ on utilizando toda la informaci´on disponible. ˆm, (f) Si el tama˜ no de la muestra es grande, se sabe que la mediana muestral, representada por X 2



sigue una distribuci´ on normal con media µ y varianza π2 σn . Queremos comparar la eficiencia de la mediana muestral con respecto a la media muestral; ¿c´ ual de los dos estimadores es m´ as eficiente para n grande? Soluci´ on. ¯ ± zα/2 √σ ) = (30 ± 2.05 5 ) = (28.975; 31.025) (a) IC96% = (X 10 n (b) 2.05 √5n ≤ 0.5 =⇒ n ≥ 420.2  2 99sX (c) P (s2X < 19.67) = P 25 



99×19.67 25







= P (χ299 < 77.9) = 0.05



(d) El intervalo de confianza viene dado por q p IC95% (pY ) = [ˆ py ± zα/2 pˆy (1 − pˆy )/n] = [0.25 ± 1.96 0.25 × 0.75/100] = [0.165; 0.335]. (e) Sabiendo que ambas muestras son independientes y corresponden a la misma poblaci´on, podemos unirlas para obtener una muestra mayor que sigue siendo una m.a.s. La proporci´on en esta muestra combinada es pˆc = (25 + 200 × 0.2)/(100 + 200) = 0.217. El nuevo intervalo de confianza es p p IC95% (pC ) = [ˆ pc ± zα/2 pˆc (1 − pˆc )/n] = [0.217 ± 1.96 0.217 × 0.783/300] = [0.170; 0.263]. ¯ = (f) Var(X) varianza.



σ2 n



ˆm) = y Var(X



π σ2 2 n



2 ¯ es m´as eficiente que X ˆ m al tener menor ' 1.57 σn =⇒ X



Respuestas. (a) IC96% = (28.975; 31.025) (b) n ≥ 420.2 (c) P (s2X < 19.67) = 0.05 (d) El intervalo de confianza es IC95% (pY ) = [0.165; 0.335]. (e) pˆc = 0.217. El nuevo intervalo es IC95% (pC ) = [0.170; 0.263].
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ˆm) = (f) Var(X varianza.



2 π σX 2 n



' 1.57



2 σX n



¯ =⇒ X ¯ es m´as eficiente que X ˆ m ya que tiene menor = 1.57Var(X)



18. El n´ umero de reservas de billetes en vuelos de una cierta ruta de una compa˜ n´ıa a´erea sigue una distribuci´ on normal. Se toma una muestra aleatoria de 81 observaciones de n´ umeros de reservas en vuelos de esta ruta. Para dicha muestra, el n´ umero medio de reservas resulta ser de 112 y la cuasidesviaci´ on t´ıpica 36. De estos 81 vuelos, 30 llegaron a su destino con un retraso de m´as de quince minutos. (a) Calcule un intervalo de confianza del 95% para la varianza poblacional del n´ umero de reservas. (b) Calcule un intervalo de confianza del 95% para la proporci´on poblacional de vuelos que llegan con un retraso de m´ as de 15 minutos. (c) En base a los resultados de los apartados anteriores, indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas razonando la respuesta: i. Bas´ andonos en la informaci´ on muestral y suponiendo que el valor estimado de la proporci´ on no var´ıa, para construir un intervalo de confianza al 95% para la proporci´on poblacional de vuelos en la ruta que llegan con un retraso de m´as de quince minutos con una longitud total de 0.1 necesito tomar una muestra de al menos 200 observaciones. ii. El intervalo de confianza para la varianza poblacional del n´ umero de reservas para un vuelo contiene el valor 1000, para un nivel de confianza del 99%. iii. Para algunos valores muestrales, el intervalo de confianza para la proporci´on poblacional de vuelos que llegan con un retraso de m´as de quince minutos podr´ıa incluir valores negativos. Soluci´ on. (a) Llamamos X a la variable aleatoria poblacional “n´ umero de reservas en un vuelo de la ruta,” que asumimos que sigue una distribuci´on normal. Dada una muestra aleatoria simple de tama˜ no 81 de una poblaci´on normal, el estad´ıstico pivotal es el siguiente (n − 1)s2X ∼ χ2n−1 2 σX de donde con probabilidad 1 − α, χ2n−1;1−α/2 ≤



(n − 1)s2x ≤ χ2n−1;α/2 2 σX



Para una confianza de 95%, los cuantiles relevantes son χ280;0.975 = 57.15 y χ280;0.025 = 106.6. Sustituyendo los valores muestrales, tenemos que 57.15 ≤



80 × 362 ≤ 106.6 2 σX



⇒



2 IC0.95 (σX ) = [972.607; 1814.173].



(b) Consideramos la variable aleatoria Bernoulli que toma el valor 1 cuando el vuelo se retrasa en m´ as de quince minutos, con una probabilidad pX , y 0 en caso contrario, con una probabilidad 1 − pX . Aplicamos el teorema central del l´ımite al tener una muestra aleatoria de tama˜ no suficientemente grande, de manera que el estad´ıstico pivotal (aproximado) es el siguiente: pˆx − pX p



pˆx (1 − pˆx )/n



∼ N (0, 1),



y con probabilidad 1 − α, −zα/2 ≤ p



pˆx − pX pˆx (1 − pˆx )/n



≤ zα/2 .



Sabiendo que z0.025 = 1.96 y que pˆx = 30/81 = 0.37, y sustituyendo los valores muestrales −1.96 ≤ p



0.37 − pX 0.37 × 0.63/81



≤ 1.96



(c) Preguntas: 15



⇒



IC0.95 (pX ) = [0.2648; 0.4751].



i. FALSA. Si utilizamos la informaci´on muestral a un nivel de confianza de 95% y con una longitud del intervalo de 0.1 necesitamos al menos 358 observaciones. ii. VERDADERA. Podemos utilizar el intervalo calculado en el segundo apartado del problema. Este intervalo, para un nivel de confianza del 95%, incluye el valor 1000. En consecuencia, para un nivel de confianza del 99%, el intervalo ser´a mayor y tambi´en incluir´a el valor 1000. iii. VERDADERA. El l´ımitep inferior del intervalo de confianza de una proporci´on poblacional viene dado por pˆx − zα/2 pˆx (1 − pˆx )/n y este valor es negativo siempre que pˆx < 1/(1 + 2 n/zα/2 ). Respuestas. (a) El intervalo de confianza viene dado por 2 IC95% (σX ) = [972.607; 1814.173].



(b) El intervalo de confianza es IC95% (pX ) = [0.2648; 0.4751]. (c) Preguntas: i. FALSA ii. VERDADERA iii. VERDADERA 19. Una cl´ınica ofrece tratamientos de reducci´on de peso. Se supone que la p´erdida de peso observada tras un tratamiento de dos meses sigue una distribuci´on normal. Se ha recogido una muestra aleatoria simple de 40 pacientes, y los valores observados pueden encontrarse en el fichero de Excel “datos ej1.xlsx” Utilice Excel para responder a las preguntas siguientes: (a) Calcule un intervalo de confianza al 99% para la p´erdida de peso de todos los pacientes que siguen el tratamiento. (b) ¿Cu´ al ser´ıa el valor del intervalo si el nivel de confianza deseado fuera del 90%? (c) Calcule un intervalo de confianza al 99% para la varianza de la p´erdida de peso. Soluci´ on. (a) Podemos aplicar el siguiente proceso en Excel: En “An´alisis de datos” bajo el men´ u “Datos” seleccionamos la opci´ on “Estad´ıstica descriptiva” y marcamos las casillas para “Resumen de estad´ısticas” y “Nivel de confianza para la media”. Introducimos el rango de datos a analizar, junto con el nivel de confianza para la media, obteniendo el valor 6.0025 para la media, y una (semi)longitud del intervalo de 0.8142. El intervalo de confianza ser´a IC99% (µX ) = [6.0025 ± 0.8142] = [5.188; 6.817]. (b) Repetimos el mismo procedimiento cambiando el nivel de confianza para obtener una longitud del intervalo de 0.5066. El nuevo intervalo es IC90% (µX ) = [6.0025 ± 0.5066] = [5.496; 6.509]. (c) Para obtener el intervalo para la varianza emplearemos las f´ormulas vistas en clase, esto es, " # (n − 1)s2x (n − 1)s2x 2 IC99% (σX ) = ; . χ2n−1;1−α/2 χ2n−1;α/2 El valor de s2x puede obtenerse de las estad´ısticas calculadas anteriormente, como el valor de la varianza de la muestra s2x = 3.616. El tama˜ no muestral es n = 40 y podemos obtener los valores de los cuantiles mediante la funci´on de Excel INV.CHICUAD. Tenemos INV.CHICUAD(0.005; 39)



=



19.996



INV.CHICUAD(0.995; 39)



=



65.476
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y reemplazando todos los valores en las f´ormulas obtenemos el intervalo   39 × 3.616 39 × 3.616 2 IC99% (σX )= ; = [2.154; 7.053]. 65.476 19.996 Respuestas. (a) IC99% (µX ) = [5.188; 6.817] (b) IC90% (µX ) = [5.496; 6.509] 2 (c) IC99% (σX ) = [2.154; 7.053]



20. Se ha recogido informaci´ on de 46 clientes importantes de una empresa en relaci´on con sus expectativas de cambio en su demanda para el a˜ no pr´oximo. Esta informaci´on est´a disponible en el fichero Excel “datos ej1.xlsx” (Muestra 1). Suponemos que estas previsiones son una muestra aleatoria simple, y que la poblaci´ on correspondiente sigue una distribuci´on normal. (a) Calcule un intervalo de confianza al 90% y al 99% para el cambio en la demanda en el a˜ no pr´ oximo. (b) Calcule un intervalo de confianza al 99% para la desviaci´on t´ıpica de la poblaci´on (el cambio estimado en la demanda). (c) Con posterioridad, se han recibido 18 nuevas respuestas sobre expectativas de cambio (Muestra 2). Se supone que estos valores corresponden a la misma poblaci´on y son independientes de los anteriores. ¿Cu´ ales ser´ıan los valores revisados de los intervalos de confianza (para un nivel del 99%) si se utilizase toda la informaci´on disponible? (d) ¿Ser´ıa razonable esperar que la demanda no cambiase en el a˜ no pr´oximo? Soluci´ on. (a) Empleamos Excel para contestar a estas preguntas. En “An´alisis de datos” bajo el men´ u “Datos” seleccionamos la opci´ on “Estad´ıstica descriptiva” y marcamos las casillas para “Resumen de estad´ısticas” y “Nivel de confianza para la media”. Introducimos el rango de datos a analizar (Sample 1), as´ı como el nivel de confianza para la media, y obtenemos el valor −0.038 para la media. Para la (semi)longitud del intervalo tenemos el valor 0.021 para un nivel de confianza del 90% y 0.034 para el 99%. Los intervalos de confianza ser´an IC0.9 (µX )



=



[−0.038 ± 0.021] = [−0.017; −0.059],



IC0.99 (µX )



=



[−0.038 ± 0.034] = [−0.004; −0.072].



(b) Para obtener el intervalo de confianza para la desviaci´on t´ıpica utilizamos las f´ormulas vistas en clase junto con las funciones de Excel necesarias para obtener los valores en dichas f´ormulas. Las f´ ormulas a emplear son # " (n − 1)s2x (n − 1)s2x 2 ; . IC1−α (σX ) = χ2n−1;1−α/2 χ2n−1;α/2 El valor de s2x puede obtenerse de las estad´ısticas descriptivas anteriores, como la varianza de la muestra s2x = 0.00731. El tama˜ no muestral es n = 46 y los cuantiles se pueden calcular con la funci´ on de Excel INV.CHICUAD. Obtenemos INV.CHICUAD(0.005; 45)



=



24.311



INV.CHICUAD(0.995; 45)



=



73.166



y reemplazando todos estos valores en las f´ormulas se calcula el intervalo para la varianza   45 × 0.00731 45 × 0.00731 2 IC0.99 (σX ) = ; = [0.00450; 0.0135]. 73.166 24.311 El intervalo para la desviaci´ on t´ıpica se obtiene de la ra´ız cuadrada de los valores anteriores, IC0.99 (σX ) = [0.067; 0.116]. 17



(c) Combinamos ambas muestras y volvemos a calcular las estimaciones de inter´es. Una manera sencilla de hacer esto en Excel consiste en copiar la segunda muestra a continuaci´on de la primera. Para la muestra combinada obtenemos el valor de su media, −0.0470, y el de su (cuasi)varianza, 0.00694. La (semi)longitud del intervalo (para 1 − α = 0.99) es 0.0277. Tenemos tambi´en INV.CHICUAD(0.005; 63) INV.CHICUAD(0.995; 63)



= =



37.838 95.649



De todos estos valores obtenemos IC0.99 (µX ) IC0.99 (σX )



[−0.047 ± 0.028] = [−0.019; −0.075], # "r r 64 × 0.00694 64 × 0.00694 ; = [0.068; 0.108]. = 95.649 37.838



=



Estos intervalos son m´ as cortos, esto es, m´as precisos, que los obtenidos para la primera muestra. (d) Como el valor 0 est´ a claramente fuera del intervalo de confianza IC0.99 (µX ), no parece razonable esperar que la demanda no cambie el a˜ no pr´oximo. Respuestas. (a) IC0.9 (µX ) = [−0.017; −0.059], IC0.99 (µX ) = [−0.004; −0.072] (b) IC0.99 (σX ) = [0.067; 0.116] (c) IC0.99 (µX ) = [−0.019; −0.075], IC0.99 (σX ) = [0.068; 0.108] (d) 0 6∈ IC0.99 (µX ). No es razonable esperar que la demanda no cambie el a˜ no pr´oximo. 21. La longitud del intervalo para la proporci´ on en la poblaci´on, pX , para un nivel de confianza de p no (1 − α) viene dada por w = 2zα/2 pˆx (1 − pˆx )/n. Para un nivel de confianza dado y un tama˜ muestral n fijo, represente esta longitud en funci´on del valor de la proporci´on observada en la muestra pˆx utilizando Excel (por ejemplo, tome α = 0.05 y n = 100). ¿Para que valor de pˆx se obtiene la mayor longitud del intervalo? Soluci´ on. El valor pˆx = 0.5 corresponde al intervalo m´as amplio. prop. 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1



width 0 0.1176 0.1568 0.1796 0.192 0.196 0.192 0.1796 0.1568 0.1176 0



0.25



0.2



0.15



0.1



0.05



0 0



0.1



0.2



0.3



0.4



0.5



0.6



0.7



Respuestas. El valor pˆx = 0.5 corresponde al intervalo m´as amplio.
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prop. 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1



width 0 0.1176 0.1568 0.1796 0.192 0.196 0.192 0.1796 0.1568 0.1176 0



0.25



0.2



0.15



0.1



0.05



0 0



0.1



0.2



0.3



0.4



0.5



0.6



0.7



0.8



0.9



1



22. Para los datos del Problema 1, calcule un intervalo de confianza al 95% para la media de la poblaci´ on µX (¿qu´e hip´ otesis son necesarias?) y un intervalo de confianza al 90% para la media de la poblaci´ on µY (¿qu´e hip´ otesis son necesarias?) utilizando Excel. Soluci´ on. Suponemos que X e Y siguen una distribuci´on normal: X Mean Standard Error Median Mode Standard Deviation Sample Variance Kurtosis Skewness Range Minimum Maximum Sum Count Confidence Level(95.0%) Lower Upper



Y 26.53 0.274084334 26.6 27.2 0.866730767 0.751222222 -0.541431639 0.295701338 2.8 25.3 28.1 265.3 10 0.620021838 25.90997816 27.15002184



Mean Standard Error Median Mode Standard Deviation Sample Variance Kurtosis Skewness Range Minimum Maximum Sum Count Confidence Level(90.0%) Lower Upper



25.15833333 0.231745136 25.05 26 0.8027887 0.644469697 -1.224255623 -0.011383265 2.4 23.9 26.3 301.9 12 0.416187571 24.74214576 25.5745209



Respuestas. Suponemos que X e Y siguen una distribuci´on normal: X Mean Standard Error Median Mode Standard Deviation Sample Variance Kurtosis Skewness Range Minimum Maximum Sum Count Confidence Level(95.0%) Lower Upper



Y 26.53 0.274084334 26.6 27.2 0.866730767 0.751222222 -0.541431639 0.295701338 2.8 25.3 28.1 265.3 10 0.620021838 25.90997816 27.15002184
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Mean Standard Error Median Mode Standard Deviation Sample Variance Kurtosis Skewness Range Minimum Maximum Sum Count Confidence Level(90.0%) Lower Upper



25.15833333 0.231745136 25.05 26 0.8027887 0.644469697 -1.224255623 -0.011383265 2.4 23.9 26.3 301.9 12 0.416187571 24.74214576 25.5745209



23. Sea χ2n;α un cuantil α ∈ (0, 1) de una distribuci´on χ2n , esto es, χ2n;α cumple P (χ2n > χ2n;α ) = α. Para un valor fijo de n (por ejemplo, n = 10) represente χ2n;α en funci´on de α en Excel. Soluci´ on. Upper alpha-quantile versus alpha alpha



quantile 0.01 23.20925116 0.02 21.16076754 0.03 19.92191001 0.04 19.02074335 0.05 18.30703805 0.06 17.71312357 0.07 17.20257397 0.08 16.75347765 0.09 16.35160466 0.1 15.98717917 0.11 15.65318922 0.12 15.34443039 0.13 15.05693099 0.14 14.78758942 0.15 14.53393600 0.16 14.29397123 0.17 14.06605283 0.18 13.84881483 0.19 13.64110836 0.2 13.44195757 0.21 13.25052619 0.22 13.06609177 0.23 12.88802570 0.24 12.71577734 0.25 12.54886140 0.26 12.38684778 0.27 12.22935333 0.28 12.07603501 0.29 11.92658432 0.3 11.78072263 0.31 11.63819726 0.32 11.49877818 0.33 11.36225523 0.34 11.22843570 0.35 11.09714228 0.36 10.96821134 0.37 10.84149132 0.38 10.71684147 0.39 10.59413063 0.4 10.47323623 0.41 10.35404338 0.42 10.23644407 0.43 10.12033642 0.44 10.00562411 0.45 9.892215726 0.46 9.780024292 0.47 9.668966776 0.48 9.558963659
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Upper alpha-quantile versus alpha alpha



quantile 0.01 23.20925116 0.02 21.16076754 0.03 19.92191001 0.04 19.02074335 0.05 18.30703805 0.06 17.71312357 0.07 17.20257397 0.08 16.75347765 0.09 16.35160466 0.1 15.98717917 0.11 15.65318922 0.12 15.34443039 0.13 15.05693099 0.14 14.78758942 0.15 14.53393600 0.16 14.29397123 0.17 14.06605283 0.18 13.84881483 0.19 13.64110836 0.2 13.44195757 0.21 13.25052619 0.22 13.06609177 0.23 12.88802570 0.24 12.71577734 0.25 12.54886140 0.26 12.38684778 0.27 12.22935333 0.28 12.07603501 0.29 11.92658432 0.3 11.78072263 0.31 11.63819726 0.32 11.49877818 0.33 11.36225523 0.34 11.22843570 0.35 11.09714228 0.36 10.96821134 0.37 10.84149132 0.38 10.71684147 0.39 10.59413063 0.4 10.47323623 0.41 10.35404338 0.42 10.23644407 0.43 10.12033642 0.44 10.00562411 0.45 9.892215726 0.46 9.780024292 0.47 9.668966776 0.48 9.558963659
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