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tados por las columnasPy Q y la interacciónPQ son mutuamente ortogonales y corresponden al efecto de



A con tres grados de libertad. Para i~ustrar esta idea con mayor detalle, suponga que se tiene un factor de cuatro niveles y dos factores de dos niveles y que es necesario estimar todos los efectos principales y las interacciones en las que intervienen estos factores. Esto puede hacerse con un diseño de 16 corridas. En la tabla 9-13 se presenta la tabla usual de signos positivos y negativos del diseño 24 con 16 corridas, donde las columnas A y B se usan para formar el factor de cuatro niveles, por ejemplo X, con los niveles Xl' X 2, X 3 YX 4. Se calcularían las sumas de cuadrados de cada columnaA, B, ...,ABCD exactamente igual que en el sistema 2k usual. Después las sumas de cuadrados de todos los factores X, C, D y sus interacciones se forman de la manera siguiente:



= SSA +SSB +SSAB SSc = SSc SSD = SSD SSCD = SSCD SS xc = SS AC +SSBC +SSABC SSx



SS XD SS XCD



(3 grados de libertad) (1 grado de libertad) (1 grado de libertad) (1 grado de libertad) (3 grados de libertad) (3 grados de libertad) (3 grados de libertad)



= SS AD +SSBD +SSABD = SS ACD + SSBCD + SS ABCD



A este diseño podría llamársele 4 x 22 • Si uno está dispuesto a ignorar las interacciones de dos factores, pueden asociarse hasta nueve factores adicionales de dos niveles con la columna de la interacción de dos factores (exceptoAB), la columna de la interacción de tres factores y la columna de la interacción de cuatro factores.



9-5 9-1.



PROBLEMAS Se estudian los efectos de la fuerza del revelador (A) Yel tiempo de revelado (B) sobre la densidad de la película de placa fotográfica. Se usan tres fuerzas y tres tiempos, y se corren cuatro réplicas de un experimento factorial 32 • Los datos de este experimento se presentan a continuación. Analizar los datos utilizando los métodos estándares para experimentos factoriales. Tiempo de revelado (minutos) Fuerza del revelador 1 2 3



9-2. 9-3.



14



10



O 5 4 7 7 8



2 4



1 4



6 5



6



10 7



7 10 8



18 3 2 8 7 10 7



2 4 9 8 12 9



5 6 10



5 10 8



Calcular los componentes 1 y J de la interacción de dos factores del problema 9-1. Se llevó a cabo un experimento para estudiar el efecto de tres tipos diferentes de botellas de 32 onzas (A) y tres tipos diferentes de aparadores de venta (B) -anaqueles permanentes lisos, aparadores al final del pasillo con anaqueles emejados y refrigeradores para refrescos- sobre el tiempo que toma acomodar diez cajas de 12 botellas en los aparadores. Se usaron tres empleados (factor C) en el experimento, y se corrieron dos réplicas de un diseño factorial 33 • Los datos del tiempo observado se muestran en la tabla siguiente. Analizar los datos y sacar conclusiones.
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CAPÍTULO 9



Empleado



2



3



9-5. 9-6.



Tipo de botella Plástico Vidrio de 28 mm Vidrio de 38 mm Plástico Vidrio de 28 mm Vidrio de 38 mm Plástico Vidrio de 28 mm Vidrio de 38 mm



1



9-4.



DISEÑOS FACTORIALES Y FACTORIALES FRACCIONADOS CON TRES NIVELES



Réplica II Réplica 1 Final del Final del pasillo Refrigerador Permanente Permanente pasillo Refrigerador 4.14 3.36 3.45 5.80 4.19 5.23 3.52 4.07 4.38 5.48 4.26 4.85 4.20 4.26 5.67 3.68 4.37 5.58 6.21 5.22 4.40 4.80 4.70 5.88 6.25 4.44 4.52 5.15 4.65 6.20 4.96 5.17 6.03 4.39 4.75 6.38 4.08 3.94 5.14 3.65 4.08 4.49 4.30 4.53 4.99 4.04 4.08 4.59 4.17 4.86 4.85 3.88 4.48 4.90



Un investigador médico estudia el efecto de la lidocaína sobre el nivel de enzimas en el músculo cardiaco de perros beagle. En el experimento se usan tres marcas comerciales de lidocaína (A), tres dosis (B) y tres perros (C), y se corren dos réplicas de un diseño factorial 33 • Los niveles de enzimas observados se presentan a continuación. Analizar los datos de este experimento. Réplica 1



Réplica II



Perro



Perro



Marca de lidocaína



Fuerza de la dosis



1



2



1



1 2 3



96 94 101



84 99 106



2



1 2 3



85 95 108



3



1 2 3



84 95 105



3



84 98 114



85 98 98 86 97 109



83 97 100



81 93 106



1



2



3



84 95 105



85 97 104



86 90 103



80 93 110



82 99 102



84 95 100



83 92 102



80 96 111



79 93 108



Calcular los componentes 1 y J de las interacciones de dos factores del ejemplo 10-1. Se realiza un experimento en un proceso químico utilizando un diseño factorial 32 • Los factores del diseño son la temperatura y la presión, y la variable de respuesta es el rendimiento. Los datos que resultan de este experimento se presentan a continuación: Presión, psig Temperatura, oC



100



120



140



80 90 100



47.58, 48.77 51.86, 82.43 71.18, 92.77



64.97, 69.22 88.47, 84.23 96.57, 88.72



80.92, 72.60 93.95, 88.54 76.58, 83.04



a) Analizar los datos de este experimento conduciendo un análisis de varianza. ¿Qué conclusiones pueden sacarse? b) Analizar gráficamente los residuales. ¿Hay algún motivo de preocupación respecto de los supuestos subyacentes o de la adecuación del modelo?
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e) Verificar que si se hace que los niveles bajo, intermedio y alto de ambos factores de este diseño asuman los niveles -1, OY + 1, entonces un ajuste de mínimos cuadrados de un modelo de segundo orden del rendimiento es



d)



Confirmar que el modelo del inciso e puede escribirse en términos de las variables naturales -la temperatura (T) y la presión (P)- como



y= -1335.63+18.56T+8.59P- ü.ünT 2 e)



9-7.



9-8. 9-9.



9-10. 9-11. 9-12.



9-13. 9-14. 9-15. 9-16. 9-17. 9-18. 9-19. 9-20.



9-21.



9-22.



ü.ü196p 2



-



ü.ü384TP



Construir una gráfica de contorno del rendimiento como una función de la presión y la temperatura. Con base en el examen de esta gráfica, ¿dónde se recomendaría operar este proceso? a) Confundir un diseño 33 en tres bloques utilizando el componenteABC2 de la interacción de tres factores. Comparar los resultados obtenidos con el diseño de la figura 9-7. b) Confundir un diseño 33 en tres bloques utilizando el componenteAB2C de la interacción de tres factores. Comparar los resultados con el diseño de la figura 9-7. e) Confundir un diseño 33 en tres bloques utilizando el componenteABC de la interacción de tres factores. Comparar los resultados obtenidos con el diseño de la figura 9-7. d) Después de observar los diseños de los incisos a, b y e y la figura 9-7, ¿qué conclusiones pueden sacarse? Confundir un diseño 34 en tres bloques utilizando el componenteAB2CD de la interacción de cuatro factores. Considere los datos de la primera réplica del problema 9-3. Suponiendo que no fue posible hacer las 27 observaciones el mismo día, establecer un diseño para conducir el experimento en tres días conAB2C confundida con los bloques. Analizar los datos. Delinear la tabla del análisis de varianza del diseño 34 en nueve bloques. ¿Se trata de un diseño práctico? Considere los datos del problema 9-3. SiABC está confundida en la réplica 1 y ABC2 está confundida en la réplica II, realizar el análisis de varianza. Considere los datos de la réplica 1 del problema 9-3. Suponga que sólo se corre una fracción un tercio de este diseño con l = ABe. Construir el diseño, determinar la estructura de los alias y analizar los datos. Por el examen de la figura 9-9, ¿qué tipo de diseño quedaría si después de completar las nueve primeras corridas pudiera eliminarse uno de los tres factores? Construir un diseño 3i;;1 con l = ABCD. Escribir la estructura de los alias de este diseño. Verificar que el diseño del problema 9-14 es un diseño de resolución IV Construir un diseño 35- 2 conl =ABC el = CDE. Escribir la estructura de los alias de este diseño. ¿Cuál es la resolución de este diseño? Construir un diseño 39- 6 y verificar que es un diseño de resolución III. Construir un diseño 4 x 23 confundido en dos bloques con16 observaciones cada uno. Delinear el análisis de varianza de este diseño. Delinear la tabla del análisis de varianza de un diseño factorial 2232• Comentar la manera en que este diseño puede confundirse en bloques. Empezando con un diseño 24 de 16 corridas, indicar cómo pueden incorporarse dos factores de tres niveles en este experimento. ¿Cuántos factores de dos niveles pueden incluirse si se quiere cierta información sobre las interacciones de dos factores? Empezando con un diseño 24 de 16 corridas, indicar cómo pueden incorporarse un factor con tres niveles y tres factores con dos niveles, de tal modo que siga siendo posible la estimación de las interacciones de dos factores. En el problema 8-26 el lector conoció a Harry y Judy Peterson-Nedry, dos amigos del autor que son propietarios de un viñedo y una fábrica vinícola en Newberg, Oregon. En ese problema se describió la aplicación de diseños factoriales fraccionados de dos niveles en su producto Pinot Noir 1985. En 1987 quisieron conducir otro experimento Pinot Noir. Las variables de este experimento fueron
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CAPÍTULO 9



DISEÑOS FACTORIALES Y FACTORIALES FRACCIONADOS CON TRES NIVELES



Variable Clan de Pinot Noir



Wadenswil, Pommard



Tamaño de la uva



Pequeño, grande



Temperatura de fermentación



80 oP, 85°P, 90/80 oP, 90 P



Uva completa



Ninguno, 10%



Niveles



0



Tiempo de maceración



10 días, 21 días



Tipo de levadura



Assmanhau, Champagne



Tipo de roble



Tron«ais, Allier



Harry y Judy decidieron usar un diseño factorial fraccionado de dos niveles con 16 corridas, tratando los cuatro niveles de la temperatura de fermentación como dos variables de dos niveles. Como en el problema 8-26, utilizaron las calificaciones de un panel de catadores como variable de respuesta. El diseño y las calificaciones promedio resultantes se presentan enseguida: Corrida Clan 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16



q"1.1iI1
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ni"



{""l'~



..



'



"



~:'''::: '''~''''''



,::.::::1 .~~:¡:~~'



:::;1' 'n ::!'J "Ji:)'



Sil .



~.



111



·"~I



::~.



li":l



9-23.



+ + + + + + + +



Tamaño de la uva



Temperatura de Tiempo de Uva fermentación completa maceración



+ +



+ + + +



+ + + +



+ + + +



+ +



Tipo de roble



+ +



+ +



+



+ + + + + + + + + + + +



Tipo de levadura



+ +



+



+



+ +



+



+ +



+



+ +



+



+



4 10 6 9 11 1 15 5 12 2 16 3 8 14 7 13



+ +



+



+



Calificación promedio



+



+ +



+



+



a) Describir los alias de este diseño. b) Analizar los datos y sacar conclusiones. e) ¿Qué comparaciones pueden hacerse entre este experimento y el experimento del Pinot Noir 1985 del problema 8-26? En un artículo de WD. Baten publicado en el volumen de 1956 de Industlial Quality Contl'Ol se describe un experimento para estudiar el efecto de tres factores sobre la longitud de unas barras de acero. Cada barra se sometió a uno de dos procesos de tratamiento térmico y se cortó en una de cuatro máquinas en una de tres horas durante el día (8 a.m., 11 a.m. o 3 p.m.). Los datos de la longitud codificada son los siguientes:



Hora del día



1



8 a.m.



Máquina



Proceso de tratamiento térmico



2



1



2



6 1



9 3



7 5



9 5



4



6 1



6 3



5 4



O



4



3



O



2 4



6 7



6 3



-1



O



4 5



5 4



1



O



1
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Hora del día



11 a.m.



3 p.m.



Máquina



Proceso de tratamiento térmico



2



1



3



1



3 -1



8 4



7 8



2



3 1



1 -2



6



4 3



1



5 9



4 6



2



6 3



7



1



391



6



O



1 10 6



11 4



8 10



O



7



2 O 2 O -1 1 -1 2 6 1 O -2 4 -4 3 1



4



7 11



9 6



9 6



4 3



10 4



5 8



4 7



3



O



a) Analizar los datos de este experimento suponiendo que las cuatro observaciones de cada celda son réplicas. b) Analizar los residuales de este experimento. ¿Existe algún indicio de que hay un punto atípico en una de las celdas? Si se encuentra un punto atípico, eliminarlo y repetir el análisis del inciso a. ¿A qué conclusiones se llega? e) Suponga que las observaciones de las celdas son las longitudes (codificadas) de barras que se procesaron conjuntamente en el tratamiento térmico y después se cortaron secuencialmente (es decir, en orden) en las cuatro máquinas. Analizar los datos y determinar los efectos de los tres factores sobre la longitud promedio. d) Calcular la varianza logarítmica de las observaciones de cada celda. Analizar esta respuesta. ¿Qué conclusiones pueden sacarse? e) Suponga que la hora en que se corta una barra en realidad no puede controlarse durante la producción rutinaria. Analizar la longitud promedio y la varianza logarítmica de la longitud de cada una de las 12 barras cortadas en cada combinación máquina/proceso de tratamiento térmico. ¿Qué conclusiones pueden sacarse?



Ajuste de modelos de . "' regreslon
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INTRODUCCIÓN



En muchos problemas hay dos o más variables relacionadas, y el interés se centra en modelar y explorar esta relación. Por ejemplo, en un proceso químico el rendimiento del producto está relacionado con la temperatura de operación. Quizá el ingeniero químico quiera construir un modelo que relacione el rendimiento con la temperatura para usarlo después como herramienta de predicción o bien de optimización o control del proceso. En general, suponga que hay una sola variable dependiente o de respuesta y que depende de k variables independientes o regresores, por ejemplo, Xl' X 2, ••• , X k • La relación que existe entre estas variables se caracteriza por un modelo matemático llamado modelo de regresión. Dicho modelo se ajusta a un conjunto de datos muestrales. En ocasiones el experimentador conoce la forma exacta de la verdadera relación funcional entreyyx ü x 2, .•. ,Xk , por ejemplo y = r/J(X I ,X2, ••• ,xk ). Sin embargo, en la mayoría de los casos no se conoce la verdadera relación funcional, y el experimentador elige una función apropiada para aproximar r/J. Los modelos polinomiales de orden inferior son de uso generalizado como funciones de aproximación. Existe una fuerte relación recíproca entre el diseño de experimentos y el análisis de regresión. A lo largo de este libro se ha destacado la importancia de expresar cuantitativamente los resultados de un experimento, en términos del modelo empírico, a fin de facilitar su comprensión, interpretación e implementación. Los modelos de regresión constituyen la base para conseguirlo. Se ha presentado en múltiples ocasiones el modelo de regresión que representaba los resultados de un experimento. En este capítulo se presentan algunos aspectos del ajuste de estos modelos. Presentaciones más completas de la regresión se encuentran en Montgomery y Peck [82] y Myers [84]. Los métodos de regresión se utilizan con frecuencia para analizar datos de experimentos no planeados, como podría ser el caso de la observación de fenómenos no controlados o de registros históricos. Los métodos de regresión también son muy útiles en experimentos diseñados cuando algo "salió mal". En este capítulo se ilustran algunas de estas situaciones.
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10-2 MODELOS DE REGRESIÓN LINEAL



10-2
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MODELOS DE REGRESIÓN LINEAL



La atención se centrará en el ajuste de modelos de regresión lineal. Para ilustrar, suponga que quiere desarrollarse un modelo empírico que relacione la viscosidad de un polímero con la temperatura y la velocidad de alimentación del catalizador. Un modelo que podría describir esta relación es (10-1)



donde y representa la viscosidad, Xl la temperatura y X 2 la velocidad de alimentación del catalizador. Se trata de un modelo de regresión lineal múltiple con dos variables independientes. Es común llamar a las variables independientes variables predictoras o regresores (variables de regresión). Se utiliza el término lineal porque la ecuación 10-1 es una función lineal de los parámetros desconocidos /30' /31 y /32' El modelo describe un plano en el espacio bidimensional Xl' X 2. El parámetro /30 define la intersección del plano con el eje de las ordenadas. En ocasiones /31 y /32 se denominan los coeficientes de regresión parcial, porque (31 mide el cambio esperado en y para cada cambio unitario de Xl cuando X 2 se mantiene constante, y /32 mide el cambio esperado en y para cada cambio unitario de X 2 cuando Xl se mantiene constante. En general, la variable de respuesta y puede relacionarse con k regresares. Al modelo (10-2)



se le llama modelo de regresión lineal múltiple con k regresares. A los parámetros /3j,j = O, 1, ..., k se les llama los coeficientes de regresión. Este modelo describe un hiperplano en el espacio de k dimensiones de los regresares {xj }. El parámetro /3j representa el cambio esperado en la respuesta y para un cambio unitario en xj cuando las variables independientes restantes Xi (i :t:- j) se mantienen constantes. Con frecuencia los modelos cuya apariencia es más compleja que la ecuación 10-2 pueden también analizarse mediante técnicas de regresión lineal múltiple. Por ejemplo, considere la incorporación de un término de interacción en el modelo de primer orden en dos variables, por ejemplo (10-3)



Si se hace



X3



= XrX2 Y/33 = /312'



entonces la ecuación 10-3 puede escribirse como y=



/30 + /31 x 1 + /32 x 2 + /33 x 3 +s



(10-4)



que es un modelo de regresión lineal múltiple estándar con tres regresares. Recuerde que en algunos ejemplos de los capítulos 6, 7 Y8 se presentaron varios modelos empíricos similares a las ecuaciones 10-2 y 10-4 para expresar cuantitativamente los resultados de un diseño factorial de dos niveles. Como otro ejemplo, considere el modelo de superficie de respuesta de segundo orden en dos variables: y=



/3 0+ /3 1x1 + /3 2 x 2 + /3u x; + /322X~ + /312 x 1x 2 +s



(10-5)



Si se hacex3= x; 'X4 = x~ ,Xs =X1X 2,/33 = /3u,/34 = /322Y/3s = /312' entonces esta expresión queda como (10-6)



que es un modeio de regresión lineal. Este modelo se ha visto también en ejemplos anteriores de este libro. En general, cualquier modelo de regresión que es lineal en los parámetros (los valores /3) es un modelo de regresión lineal, independientemente de la forma de la superficie de respuesta que genera. En este capítulo se resumirán los métodos para estimar los parámetros de los modelos de regresión lineal múltiple. A este procedimiento suele llamársele el ajuste del modelo. Se analizarán también los métodos para probar hipótesis y para construir intervalos de confianza para estos modelos, así como para
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verificar la adecuación del ajuste del modelo. La atención se centra en los aspectos del análisis de regresión que son útiles en los experimentos diseñados. Para presentaciones más completas de la regresión, referirse a Montgomery y Peck [82] y Myers [84].
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ESTIMACIÓN DE LOS PARÁMETROS EN MODELOS DE REGRESIÓN LINEAL



El método de mínimos cuadrados se usa de manera típica para estimar los coeficientes de regresión de un modelo de regresión lineal múltiple. Suponga que se cuenta con n > k observaciones de la variable de respuesta, por ejemplo, YI, Yz, ... ,Yn- Junto con cada respuesta observaday¡ se tendrá una observación de cada uno de los regresares, y sea quexij denote la observación o nivel i-ésimo de la variablexj . Los datos aparecerán como en la tabla 10-1. Se supone que el término del error e del modelo tiene E( e) = OYV( e) = ,j2 y que las {e¡} son variables aleatorias no correlacionadas. La ecuación del modelo (ecuación 10-2) puede escribirse en términos de las observaciones de la tabla 10-1 como



Y¡



= f30 +f3I Xil +f32 X¡2 + ... +f3k X¡k +e¡ (10-7)



k ¡:II..



=f3o+Lf3jXij+e¡



iJ¡



i=1,2, ...,n



j=l



ji"



..." ''''1



El método de mínimos cuadrados consiste en elegir las f3 de la ecuación 10-7 de tal modo que la suma de cuadrados de los errores, e¡, se minimice. La función de mínimos cuadrados es



L=! e~



"U



,,' 'H



¡=l



(10-8)



La función L debe minimizarse con respecto a f3o, f31, ejemplo ~o' ~1' ... , ~k' deben satisfacer



..., f3k' Los estimadores de mínimos cuadrados, por (10-9a)



y (10-%)



Tabla 10-1



Datos de una regresión lineal múltiple



y



Xl



YI



XJl



X2 X12



Xlk



Y2



X 21



X 22



X 2k



YtI



XIII



X Il2



X llk



Xk
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Al simplificar la ecuación 10-9, se obtiene



n~o +~I~



+~2~ X¡2



Xil



;=1



+ ~2



n



+ ... +~kL



X¡k



;=1



i=1



i=1



n



n



n



L ;=1



X il X i2



+ ... + ~ k



L



XilX ik



;=1



=



L ;=1



XilY¡



(10-10)



Estas ecuaciones se denominan ecuaciones normales de mínimos cuadrados. Observe que hay p = k + 1 ecuaciones normales, una para cada uno de los coeficientes de regresión desconocidos. La solución de las ecuaciones normales serán los estimadores de mínimos cuadrados de los coeficientes de regresión



~o, ~1" .. , ~k' Es más sencillo resolver las ecuaciones normales si se expresan en la notación matricial. A continuación se presenta el desarrollo matricial de las ecuaciones normales que es análogo al desarrollo de la ecuación 10-10. El modelo en términos de las observaciones, ecuación 10-7, puede escribirse en notación matricial como



y=



Xp + e



donde



. [11



YI Y2 ]



y= [



x



X



ll



2I



x



X



12 22



",x .. , X



X= .: . :. :



;n '



1 x nI x n2



Ik ] 2k



: . ' •••



x nk



y



En general, y es un vector (n X 1) de las observaciones, X es una matriz (n X p) de los niveles de las variables independientes, p es un vector (p xl) de los coeficientes de regresión, ye es un vector (n Xl) de los errores aleatorios. Quiere encontrarse el vector de los estimadores de mínimos cuadrado~, jJ, que minimice L=



~



s; =e'e=(y-Xp)'(y-xP)



;=1



Observe que L puede expresarse como L= y'y-P'X'y-y'XP+P'X'XP



= y'y- 2P'X'y+P'X'XP ya quep'X'y es una matriz (1 x 1), o un escalar, y su transpuesta (/J'X'y)' estimadores de mínimos cuadrados deben satisfacer



(10-11)



= y'XP es el mismo escalar. Los



396



CAPÍTULO 10 AJUSTE DE MODELOS DE REGRESIÓN



aL/ = -2X'y + 2X'xjJ = o



ap Í3



cuya simplificación es



X'xjJ= X'y (10-12) La ecuación 10-12 es la forma matricial de las ecuaciones normales de mínimos cuadrados. Es idéntica a la ecuación 10-10. Para resolver las ecuaciones normales, ambos miembros de la ecuación 10-12 se multiplican por la inversa de X'X. Por lo tanto, el estimador de mínimos cuadrados de p es (X'Xr I X'y (10-13)
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Es sencillo ver que la forma matricial de las ecuaciones normales es idéntica a la forma escalar. Al desarrollar en detalle la ecuación 10-12, se obtiene n
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Si se efectúa la multiplicación matricial indicada, se obtendrá la forma escalar de las ecuaciones normales (es decir, la ecuación 10-10). En esta forma es sencillo ver que X'X es una matriz simétrica (p X p) y que X'y es un vector columna (p X 1). Observe la estructura especial de la matriz X'X. Los elementos de la diagonal de X'X son las sumas de cuadrados de los elementos de las columnas de X, y los elementos que no están en la diagonal son las sumas de los productos cruzados de los elementos de las columnas de X. Además, observe que los elementos de X/y son las sumas de los productos cruzados de las columnas de X y las observaciones {y¡}. El modelo de regresión ajustado es (10-14) y= xjJ En notación escalar, el modelo ajustado es k
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La diferencia entre la observación real Yi y el valor ajustado correspondiente = Yi - Ji' El vector (n X 1) de los residuales se denota por
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es el residual, es decir,
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(10-15)



Estimación de a2



Por lo general también es necesario estimar rT. Para desarrollar un estimador de este parámetro, considere la suma de cuadrados de los residuales, por ejemplo SSE
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